Rozwigzanie uktadu réwnan liniowych
iteracyjna metoda Richardsona
Sprawozdanie, Etap I

Kacper Gorka, Krzysztof Rudnicki, Aleksandra Sobala
13 stycznia 2025

1 Zadanie

Metoda Richardsona Metoda Richardsona stuzy do iteracyjnego rozwia-
zywania systemow réwnan liniowych postaci Az = b.
Pojedyncza iteracja wyglada nastepujaco:

Gdzie w to skalar wybrany tak by z*) zbiegato

Wymagania MieliSmy za zadanie stworzy¢ program rozwigzujacy uktad
rownan dla wygenerowanych macierzy gestych oraz dla macierzy rzadkich:
nemethl2

i

poli3

2 Baza

Generowanie i zapisywanie macierzy Macierze geste sa przez nas ge-
nerowane przy uzyciu biblioteki numpy, aby przyspieszy¢ obliczenia zapew-
niamy bewzgledna dominacje wierszowg gléwnej przekatnej i upew-
niamy sie ze wygenerowana macierz jest symetryczna i dodatnio okre-
Slona


https://sparse.tamu.edu/Nemeth/nemeth12
https://sparse.tamu.edu/Grund/poli3

Macierze sa potem zapisywane do pliku w formacie .npz, tacznie z ich war-
tosciami wlasnymi, tak by skrocié¢ dziatanie programu i ujednolici¢ testy

Macierze nemeth12 i poli3 sa pobierane ze strony podanej wyzej, dla macierzy
nemeth12 aby spetni¢ warunki stosowalnos$ci metody musieliémy przemnozy¢
ja przez -1

Testy Do testow wykorzystujemy biblioteki numpy oraz pytest oraz whu-
dowane w Pythona narzedzia do mierzenia czasu.

Sprawdzamy popawno$¢ naszych algorytméw poprzez poréwnanie naszych
wynikéw z wynikami policzonymi przy wykorzystaniu funkcji np.linalg.norm
z biblioteki numpy. Jezeli nasze rozwiazanie r6zni sie¢ od rozwiazania numpy
o mniej niz 8 x 1073 akceptujemy je jako poprawne

Zaréwno wielko$c macierzy, jej typ i typ metody uzytej do zréwnoleglenia
Richardsona jest podawana jako parametr testéw, pozwala nam to tatwo
dodawac¢ nowe metody zréwnoleglenia bez zmiany kodu testow.

Funkcje pomocnicze Wszelkie podstawowe metody operacji na macier-
zach takie jak mnozenie wektoréw, macierzy itp, napisaliémy od zera, bez
uzycia zewnetrznych bibliotek, funkcje sg zdefiniowane w pliku linear__algebra__utils.py

Metoda Richardsona Metoda Richardsona jest zaimplementowana w pliku
richardson__method.py, sprowadza sie ona do petli:

for iteration in range(self.max_iterations):
Ax = self.LinAlg.matrix_vector_multiply(self.A, x)

residual = self.LinAlg.vector_vector_subtraction(
self.b, Ax)

x = self.LinAlg.vector_vector_addition(
X,

self .LinAlg.scalar_vector_multiply(self.omega,
residual)
)
if self.LinAlg.SequentiallinearAlgebraUtils.
vector_norm(residual) < self.tol:
break

Listing 1: Python Code for Iterative Solver



Dla réznych metod zréwnoleglenia stosujemy rézne implementacje podsta-
wowych funkcji odpowiedzialnych za mnozenie macierzy przez wektor, odej-
mowanie wektoréw itp. Ponownie, dzigki temu mozemy tatwo dodawac¢ nowe
metody zrownoleglenia bez zmiany podstawowego kodu Richardsona

3 Zroéwnoleglenie

Wykorzystaliémy 3 metody zréwnoleglenia:
1. Tablice rozproszone
2. Watki

3. Procesy

3.1 Procesy

Aby wykonaé obliczenia na wielu rdzeniach procesora jednocze$nie wy-
korzystujemy model w ktérym rozne frakcje danych sg przetwarzane przez
oddzielne procesy. Dzigki temu dla duzych zbioréw danych mozemy znacznie
zwiekszy¢ wydajnoéc obliczen

W tym celu wykorzystujemy klase multiprocessing.Pool z biblioteki mul-
tiprocessing. Wykorzystujemy ja do stworzenia puli proceséw ktére potem
niezaleznie wykonuja funkcje na réznych frakcjach danych.

Funkcje Procesy wykorzystujemy do:

1. Obliczenia iloczynu skalarnego - Metoda dot_product wykorzystuje
pule proceséw do obliczenia iloczynéw par elementéw dwoch wekto-
row, a nastepnie sumuje te wyniki. Zréwnoleglenie tej operacji jest ko-
rzystne, gdy mamy do czynienia z bardzo dtugimi wektorami.

2. Mnozenia macierzy przez wektor - matriz_vector multiply, kazdy
wiersz macierzy jest mnozony przez wektor w osobnym procesie. Dzieki
temu kazde takie mnozenie moze by¢ przeprowadzane rownolegle, co
jest szczegodlnie efektywne dla macierzy o duzym rozmiarze.

3. Obliczenia normy wektora - Procesy sg uzywane do obliczenia kwadra-
tow poszczegdlnych elementéw wektora, a nastepnie sumowanie tych



wartosci (takze w procesach) umozliwia obliczenie pierwiastka kwadra-
towego z ich sumy, co daje norme wektora.

4. Dziatania na wektorach i macierzach - Dziatania takie jak dodawanie
i odejmowanie wektoréw, dzielenie wektora przez skalar, czy mnozenie
macierzy przez skalar, sa przeprowadzane w segmentach, gdzie kazdy
segment jest przetwarzany przez osobny proces.

Wyzwania

o Zarzadzanie procesami jest kosztowne - tworzenie i zarzadzanie proce-
sami jest drozsze od watkoéw ze wzgledu na wigkszy narzut systemowy.

o Wymiana danych miedzy procesami - wymaga serializacji i deserializa-
¢ji danych, co moze wprowadzi¢ dodatkowe opdznienia.

« Brak korzysci dla matych danych - w przypadku matych macierzy, gdzie
rozmiar nie przekracza 5 tysiecy x 5 tysiecy elementow, zarzadzanie
procesami i koszty komunikacji miedzyprocesowej moga przewyzszaé
korzysci wynikajace z réwnoleglego przetwarzania,

3.2 Watki

Do implementacji watkoéw uzyto dwoch bibliotek, ThreadPoolExecutor ktora
umozliwia zarzadzanie pula watkow i delegowanie zadan do watkow w spo-
sob réwnoleglty oraz funkcji partial z biblioteki functools ktora pozwala na
tworzenie czesciowo zainicjalizowanych funkcji.

Funkcje Watki zaimplementowano w mnozeniu macierzy przeez wektor,
odejmowaniu wektoréw, dodawaniu wektorow oraz mnozeniu wektora przez
skalar, metody zostaja zréwnoleglone poprzez podzielenie liczby wierszy ma-
cierzy miedzy watki, nastepnie ThreadPoolExecutor tworzy watki i przeka-
zuje im odpowiednie, niezalezne czegsci pracy do wykonania.

Zalety Zalety wykorzystania watkow to przede wszystkim szybki czas two-
rzenia i niszczenia watkow przez system operacyjny w poréwnaniu do pro-
ceséw. Co wiecej maja one dostep do catej przestrzeni adresowej programu,
co oszczedza niepotrzebne kopiowanie danych. Jedynie ich wtasny stos jest
prywatny.



3.3 Tablice rozproszone

Tablice rozproszone dzielg macierz i przypisuja kazda z jej czesci do konkret-
nego procesora. Procesory wykonuja obliczenia na danych przechowywanych
w ich lokalnej pamieci, co minimalizuje konieczno$¢ przesytania danych po-
miedzy weztami.

Tablice rozporoszone nie sg natywnie wspierane przez Python-a, w zwiazku z
tym zostaly zaimplementowane przy uzyciu modutu array z biblioteki dask.
Wszystkie podstawowe funkcje wykorzystywane w Richardsonie zostaty zréw-
noleglone przy uzyciu tablic rozproszonych.

Wyzwania

e Przy duzej zaleznosci danych dochodzi do czestej komunikacji ktéra
obniza wydajnosc

o Elementy tablicy nalezy dobrze zbalansowa¢ aby procesory byty réwno
obciazone

3.4 MPI

Metoda zréwnoleglenia przy uzyciu MPI (Message Passing Interface) zrow-
nolegla obliczenia na wielu procesorach

3.4.1 Podzial pracy

Rozdzielenie macierzy i wektora Macierz A i wektor b sg dzielone na
czesci, ktore kazdy procesor przetwarza indywidualnie. Kazdy proces obstu-
guje okreslony zakres wierszy macierzy A i odpowiadajaca im cze$é wektora
b.

Residuum r Kazdy proces oblicza swoja lokalng wartos¢ residuum r, czyli
roznice pomiedzy obliczonym a rzeczywistym wynikiem.

3.4.2 Synchronizacja danych

Rozgloszenie wspdélnych wartosci Parametry takie jak wspotczynnik
relaksacji (omega) sa obliczane na jednym procesie (zwykle procesie 0) i
rozsylane do wszystkich proceséw za pomoca funkcji bceast.



Sumowanie wynikéw Po obliczeniu lokalnego residuum przez kazdy pro-
ces, dane te sg sumowane w jedng globalng wartos¢ przy uzyciu funkcji Al-
Ireduce, co pozwala uwzgledni¢ wktad wszystkich proceséw

3.4.3 Iteracyjna aktualizacja

Réwnolegte aktualizowanie rozwigzania Wektor rozwigzania x jest ak-
tualizowany réwnolegle na kazdym procesie na podstawie globalnego resi-
duum. Kazdy proces uzywa swojej czesci danych do modyfikacji wspélnego
rozwiazania.

Sprawdzenie warunku zbieznosci Norma residuum (miara bledu) jest
sprawdzana po kazdej iteracji. Gdy osiggnie tolerancje, algorytm przerywa
dalsze obliczenia.

3.4.4 Efektywnos¢ i skalowalnosé

Wykorzystanie proces6w Procesy wykonuja wickszos¢ obliczen réwno-
legle, co znaczaco zmniejsza czas potrzebny na rozwiazanie duzych uktadéw
rownan.

Minimalizacja komunikacji Dane przesytane miedzy procesami sg ogra-
niczone do kluczowych informacji (np. residuum, parametry), co redukuje
narzut zwigzany z komunikacja.

3.4.5 Zalety

o Skalowalno$é: Algorytm mozna stosowaé¢ na duzej liczbie procesoréw,
co umozliwia rozwigzywanie bardzo duzych uktadow.

« Wydajnosé: Dzigki podziatowi pracy, obliczenia sa szybsze niz w wersji
sekwencyjnej.

o Elastyczno$é: Mozna go zastosowaé do réznych typow macierzy i ukta-
déw réwnan.



3.4.6 Wady

o Narzut komunikacyjny: Przy bardzo duzej liczbie procesoréw koszt ko-

munikacji moze zniwelowa¢ zysk z rownoleglenia.

» Obciagzenie procesorow: Jedli rozmiar macierzy nie dzieli sie rownomier-
nie miedzy procesy, niektére procesory moga by¢ mniej obciazone.

3.5 poli3 i duze macierze

Rozwigzanie nie dziata dla duzych macierzy, takich jak poli3, ze wzgledu
na ograniczenia zwiazane z serializacja i komunikacjg w bibliotekach MPI
oraz sposob, w jaki macierze sa rozgtaszane miedzy procesami. W przy-
padku przesytania duzych obiektéw, takich jak masywne macierze w formacie
numpy.ndarray, funkcja bcast uzywa mechanizmu pickle do serializacji da-
nych. Jednak mechanizm ten ma ograniczenia co do rozmiaru i ztozonosci
przesytanych obiektéw, co prowadzi do bledéw, takich jak OverflowError.

3.6 Wyniki

Wielkosé/Typ | Sekwencyjnie [s] | Procesy [s] | Watki [s] | Tablice [s] | MPI [s]
2 7.784e-05 2.896e+-00 9.772e-03 | 8.817e-02 1.737e-02
) 1.746e-04 3.897e+-00 1.960e-02 | 9.443e-02 5.670e-04
10 6.769e-04 7.073e+00 2.895e-02 | 1.674e-01 1.766e-02
50 2.735e-02 2.153e+01 1.059e-01 | 4.899¢-01 1.808e-02
100 1.195e-01 2.167e+01 2.067e-01 | 6.921e-01 1.946e-02
300 7.863e-01 2.363e+-01 9.558e-01 | 7.461e-01 4.492e-02
200 2.206e+00 2.657e+01 2.494e+00 | 8.521e-01 9.526e-02
750 4.785e+-00 2.939e+01 5.520e+00 | 9.408e-01 2.832¢-01
1000 8.689e+00 3.259e+01 9.672e+00 | 1.201e4+00 | 5.430e-01
2000 2.170e+-02 9.077e+01 2.402e+02 | 1.368e+01 | 7.480e+-01
10000 8.615e+02 2.378e+02 9.705e+02 | 4.643e+01 | 4.046e+-02
nemethl2 3.630e+02 1.105e+-02 3.863e+02 | 2.133e+01 | 4.427e+-01
poli3 1.291e+03 1.187e+03 1.363e+03 | 7.029e+01 | N/A

Tabela 1: Wyniki dla réznych rozmiaréw i zréwnolegleni (sekwencyjne, pro-

cesy, watki, tablice rozproszone i MPI)
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3.7 Przys$pieszenie wedlug definicji z wyktadu

T(n,
S(n.p) = 75



Wielkosé¢/Typ | S(n,p) - Procesy | S(n,p) - Watki | S(n,p) - Tablice | S(n,p) - MPI
2 2.69e-05 8.17e-03 8.83e-04 1.52e+00
5 4.48e-05 8.91e-03 1.85e-03 1.41e+00
10 9.57e-05 2.34e-02 4.04e-03 1.48e+00
50 1.27e-03 2.58e-01 5.58e-02 2.15e4-00
100 5.52e-03 5.78e-01 1.73e-01 2.11e+00
300 3.33e-02 8.23e-01 1.05e+00 2.27e4-00
500 8.30e-02 8.85e-01 2.59e+00 1.79e+00
750 1.63e-01 8.67e-01 5.08e+00 2.04e+00
1000 2.67e-01 8.98e-01 7.24e+00 1.90e+00
5000 2.39e+4-00 9.04e-01 1.59e+01 1.76e+00
10000 3.62e+-00 8.88e-01 1.86e+01 1.89e+00
nemeth12 3.28e+4-00 9.40e-01 1.70e+01 1.95e+00
poli3 1.09e+00 9.47e-01 1.84e+01 1.85e+00
Whioski Zréwnoleglenie metodg tablic rozproszonych okazato sie najbar-

dziej efektywne. Wynika to prawdopodobnie z wykorzystania zewnetrznej
biblioteki dedykowanej i rozwijanej przyspieszaniu obliczen na tablicach roz-
proszonych. W przypadku proceséw zrownoleglenie przyspieszyto obliczenia
dla duzych (wigkszych niz 5000 na 5000) macierzy i spowolnito dla mniej-
szych, co jest zgodne z teorig opisang w seksji po$wieconej procesom.

Dla watkéw nie udalto sie uzyskaé przys$pieszenia ani dla matych ani dla du-
zych macierzy, podejrzewamy ze jest to spowodowane przez nieefektywne

zarzadzanie watkami przez Python-a
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