Wspomaganie Decyzji w Warunkach Ryzyka
Projekt: WDWR 25406

Krzysztof Rudnicki 307585
May 24, 2025

Tresé zadania

Rozwazmy nastepujace zagadnienie planowania produkcji:

Przedsiebiorstwo wytwarza 4 produkty P1,...,P4 na nastepujacych maszynach: 4 szli-
fierkach, 2 wiertarkach pionowych, 3 wiertarkach poziomych, 1 frezarce i 1 tokarce. Wyma-
gane czasy produkeji 1 sztuki produktu (w godzinach) w danym procesie obrébki zostaly
przedstawione w ponizszej tabeli:

P1 P2 P3 P4

Szlifowanie 0,4 0,6 - -
Wiercenie pionowe 0,2 0,1 - 0,6
Wiercenie poziome 0,1 - 0,7 -
Frezowanie 0,06 0,04 - 0,05
Toczenie - 0,06 0,02 -

Dochody ze sprzedazy produktéw (w z1/sztuke) okreslaja skladowe wektora R = (Ry, ..., Rq)7.
Wektor R opisuje 4-wymiarowy rozktad ¢-Studenta z 4 stopniami swobody, ktérego wartosci
sktadowych zostaly zawezone do przedziatu [5;12]. Wektor wartosci oczekiwanych p oraz
macierz kowariancji ¥ niezawezonego rozkladu t-Studenta sa nastepujace:
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8 2 9 —4 —1
=2 24 o4
6 3 -1 1 1

Istnieja ograniczenia rynkowe na liczbe sprzedawanych produktéw w danym miesigcu:

P1 P2 P3 P4
Styczen 200 0 100 200
Luty 300 100 200 200
Marzec 0 300 100 200

Jezeli sprzedaz danego produktu przekracza 80 procent ilosci jaka moze wchionaé rynek,
jego dochdd spada o 20 procent.

Istnieje mozliwo$¢ sktadowania do 200 sztuk kazdego produktu w danym czasie w cenie 1
zt/sztuke za miesiac. W chwili obecnej (grudzien) w magazynach znajduje sie po 50 sztuk
kazdego produkt. Istnieje wymaganie, aby tyle pozostato réwniez pod koniec marca.

Przedsiebiorstwo pracuje 6 dni w tygodniu w systemie dwéch zmian. Kazda zmiana trwa
8 godzin. Mozna zatozy¢, ze kazdy miesiac sktada si¢ z 24 dni roboczych.



Polecenia

1. Zaproponowaé jednokryterialny model wyboru w warunkach ryzyka z wartos$cia oczeki-
wang jako miarg zysku. Wyznaczy¢ rozwiazanie optymalne.

2. Jako rozszerzenie powyzszego zaproponowaé¢ dwukryterialny model zysku i ryzyka ze sred-
nig jako miara zysku i érednia réznica Giniego jako miara ryzyka. Dla decyzji x € @
$rednia réznica Giniego jest definiowana jako I'(x) = %ZtT,:l Z£:1|rt/ (x) — re (%) |pype,
gdzie ry(x) oznacza realizacje dla scenariusza t, p; prawdopodobienistwo scenariusza t.

(a) Wyznaczy¢ obraz zbioru rozwiazan efektywnych w przestrzeni zysk-ryzyko.

(b) Wskazaé rozwiazania efektywne minimalnego ryzyka i maksymalnego zysku. Jakie
odpowiadajg im wartosci w przestrzeni ryzyko-zysk?

(¢c) Wybraé trzy dowolne rozwiazania efektywne. Sprawdzi¢, czy zachodzi pomiedzy nimi
relacja dominacji stochastycznej pierwszego rzedu. Wyniki skomentowac, odnies¢ do
ogolnego przypadku.

1 Jednokryterialny model wyboru

Model jednokryterialny wyboru w warunkach ryzyka zostal zaprojektowany w celu identyfikacji
rozwigzania optymalnego poprzez maksymalizacje oczekiwanej wartosci zysku. Wartosé oczeki-
wana jest kalkulowana na podstawie scenariuszy generowanych zgodnie z rozkladem t-Studenta
wykorzystujacym parametry okresSlone w zadaniu. W analizie zalozono réwnomierne praw-
dopodobienstwo wystepowania wszystkich scenariuszy.

1.1 Parametry modelu

Wszystkie parametry modelu zostaly przedstawione w tabeli ponizej wraz z ich szczegdélowymi
opisami. Identyczne nazewnictwo zostato zastosowane w implementacji modelu. Dla parametréw
bedacych wektorami i macierzami, w nawiasach kwadratowych okreslono ich wymiary, odnoszac
sie do odpowiednich parametréw liczbowych.

1.2 Zmienne decyzyjne

Zmienne decyzyjne stanowig wartosci kontrolowane przez podmiot podejmujacy decyzje i sa fun-
damentalne dla rozwiazywanego problemu. Zadaniem optymalizatora jest wyznaczenie takich
wartosci tych zmiennych, ktére umozliwia osiagniecie optymalnego rozwiazania. W tabeli zaw-
ierajacej zmienne decyzyjne modelu zaprezentowano zmienne decyzyjne zastosowane w modelu
wraz z ich szczegbélowymi opisami. Przyjeto te samag konwencje nazewnictwa, co w przypadku
parametréw modelu.

1.3 Ograniczenia

e Ograniczenie dolne wartosci zmiennych decyzyjnych — wartosci nie moga by¢ mniejsze od
zera:
Y workTime[m][mc|[p] >=0 (1)

méemonths
pEproducts
mcEmachines

YV producelm]p] >=0 (2)

méemonths
peproducts

Y  selllm][p] >=0 (3)
méemonths
pE%rodutcts



Table 1: Tabela zawierajaca parametry modelu jednokryterialnego

Nazwa parametru

Szczegbtowy opis znaczenia

numberOfMachineTypes
numberOfMonths
numberOfProductsTypes
numberOfScenarios
machines[numberOfMachineTypes]
months[numberOfMonths]
products[numberOfProductsTypes]
machineCount numberOfMachineTypes]

timeToProduce[numberOfMachineTypes|[numberOfProductsTypes]

maxProductsInMonth[numberOfMonths|[numberOfProductsTypes]

numberOfHoursInFactory
mu[numberOfProductsTypes]

sigma [numberOfProductsTypes|[numberOfProductsTypes]
sellProfit[numberOfScenarios|[numberOfProductsTypes]

storageCost
storageMax[numberOfProductsTypes]

storageStart[numberOfProductsTypes]

Ho$¢ typoéw maszyn (proceséw) dostep:
Ilos¢ miesiecy uwzglednionych w symul
Tlos¢é typow produktéw

Ilos¢ scenariuszy wygenerowanych do s
Wektor typéw maszyn (proceséw)
Wektor miesiecy symulacji

Wektor typéw produktéw

Wektor ilosci maszyn danego typu
macierz czaséw produkcji danego proc
maszynie

macierz maksymalnej ilosci produktov
sprzeda¢ w danym miesigcu

Ilos¢ godzin pracy fabryki w miesigcu
Wektor wartosci oczekiwanych rozklad
generacji scenariuszy

Macierz kowariancji dla rozktady t-Stu
Macierz wygenerowanych sceniariuszy
sprzedazy produktow

Koszt trzymania jednej sztuki produkt
przez miesiac

Wektor maksymalnej pojemnosci 1
kazdego typu produktu

Wektor ilosci poczatkowej produktow s

Table 2: Tabela zawierajaca zmienne decyzyjne modelu

Nazwa zmiennej

Szczegblowy opis znaczer

produce[numberOfMonths|[numberOfProductsTypes]
sell[numberOfMonths][numberOfProductsTypes]

stock[numberOfMonths][numberOfProductsTypes]

Macierz zawierajace ilosc
tuk danego typu produkt
Macierz zawierajaca ilosc
tuk danego typu produkt
Macierz zawierajaca ilosc
produktu znajdujacych ¢
danym miesiacu

workTime[numberOfMonths][numberOfMachineTypes| [ numberOfProductsTypes| Macierz zawierajaca c

if80prec[numberOfMonths|[numberOfProductsTypes]

maszyny dla kazdego
kazdym miesigcu
Macierz zmiennych b
sprzedaz danego produkt
przekroczyta 80% wartos
w przeciwnym wypadku)

lowerProfit[numberOfScenarios| numberOfMonths|[numberOfProductsTypes] Macierz przechowujaca

odja¢ od zyskéw z pos
produktow w poszczegdl
wzgledu na przekroczen:
rynku. Zmienna niezbed:
nia obecnosci zmiennej
oceny




stock[m|[p] >= 0 (4)

meEmonths
pEproducts

Y  lowerProfit[i][m][p] >=0 (5)
1Escenarios

méemonths
pEproducts

Ograniczenie czasowe pracy maszyn - Kazda maszyna moze pracowaé¢ maksymalnie num-
berOfHoursInFactory godzin w miesigcu, zatem laczny czas pracy wszystkich maszyn
danego typu nie moze przekroczy¢ iloczynu liczby dostepnych maszyn tego typu i czasu
numberOfHoursInFactory.

Y E (workTime[m][mc][p] <= machineCount[mc|]xnumberO f HoursInFactory)
memonths peproducts
meemachines PSP

(6)

Ograniczenie wigzace czas pracy maszyn z produkcja - czas wykorzystania okreslonego typu
maszyny jest réwny sumie iloczynéw liczby wytworzonych jednostek kazdego produktu i
czasu potrzebnego na obréobke jednej jednostki tego produktu na danej maszynie:

Y workTime[m][mc]|[p] == produce[m|[p] x timeToProduce[mc][p]  (7)

meEmonths
mcEmachines
pEproducts

Ograniczenie maksymalnej sprzedazy wynikajace z pojemnoéci rynku w danym miesigcu:

Y  sell[m][p] == maxProductsInMonth[m][p] (8)

memonths
pEproducts

Warunki definiujgce zmienna binarna przy przekroczeniu 80 procent chtonnosci rynku:

Y  selllm]p] <= 0.8« maxProductsInMonth[m][p] + 1000000 * i f80precm][p] (9)

méeEmonths
pEproducts

Y selllm][p] >= 0.8 x max ProductsInMonth[m][p] i f80prec[m][p] (10)

méemonths
pEproducts

Ograniczenia linearyzujace oddzialywanie zmiennych binarnych na funkcje celu:

Y  lowerProfit[i][m][p] <= 1000000 * i f80prec[m][p] (11)

1Escenarios
meEmonths
pEproducts

Y  lowerProfit[i][m][p] <= 0.2 sell[m][p] * sell Profit[i][p] (12)

1Escenarios
méeEmonths
peproducts

Y 0.2 sell[m][p] x sell Profit[i][p] — lower Profit[i][m][p]+

i€scenarios
meEmonths
pEproducts

1000000 * i f80prec|m][p] <= 1000000; (13)



e Ograniczenie sprzedazy do liczby sztuk wyprodukowanych oraz dostepnych w magazynie.
Dla pierwszego miesigca ograniczenie przyjmuje forme:

Y  sell[m]p] <= produce[m][p] + storageStart[p] (14)

meEmonths
peEproducts

Dla kazdego nastepnego miesiaca:

sell[m][p] <= produce[m][p| + stock[m — 1][p] (15)

meEmonths
pEproducts

e Ograniczenie okredlajace stan magazynu na koniec miesiaca jako réznice miedzy suma
produktéow wyprodukowanych i dostepnych na poczatku miesiaca a liczba sprzedanych
jednostek. Dla pierwszego miesigca:

Y  stock[m][p] == (produce[m][p] + storageStart[p]) — sell[m][p] (16)

meEmonths
pEproducts

Dla kazdego nastepnego miesiaca:

Y/  stock[m][p] == (produce[m][p] + stock[m — 1][p]) — sell[m][p] (17)

meEmonths
pEproducts

1.4 Funkcja celu

Funkcja celu w modelu jednokryterialnym polega na maksymalizacji wartosci oczekiwanej zysku
ze wszystkich analizowanych scenariuszy. W kazdym ze scenariuszy zastosowano funkcje zysku
o nastepujacej postaci

Y profitli] = Z Z (sell[m][p] - sell Profitli][p]

i<nScernarios

PEN méemonths pEproducts

— lower Profitli][m][p] — stock[m][p] * storageCost) (18)

1.5 Implementacja modelu
1.5.1 Generacja scenariusz dochodéw ze sprzedazy

Przychody ze sprzedazy poszczegdlnych typéw produktow definiowane sa przez wektor losowy
opisany w tresci zadania. W celu wygenerowania wektoréw reprezentujacych poszczegdlne sce-
nariusze przychodéw zastosowano biblioteke MASS jezyka R. Implementacja zostala wykonana
w $rodowisku R Studio IDE, a skrypt generujacy dane zapisano w pliku dotaczonym jako za-
tacznik 1 - t-student. R. W ramach przeprowadzonej symulacji wygenerowano 1000 scenariuszy
realizacji przychodow.

1.5.2 Model

Model zaimplementowano w érodowisku IBM ILOG CPLEX Optimization Studio z wykorzys-
taniem solvera CPLEX. Nazewnictwo parametréw oraz zmiennych decyzyjnych jest zgodne
z opisem zawartym w tabelach 1 i 2. Plik wdwr17421-1.dat (zalacznik 2) zawiera definicje
parametréw modelu, natomiast plik wdwri7/21-1.mod (zalacznik 3) obejmuje wczytywanie
parametréw, definicje zmiennych decyzyjnych, funkcji celu oraz ograniczenn modelu. W celu
uproszczenia implementacji przyjeto numeryczne oznaczenia dla miesiecy, produktéw oraz pro-
ces6w technologicznych. Miesiace numerowane sa chronologicznie, produkty zgodnie z indeksem
wystepujacym w nazwie (P1-P4), natomiast procesy technologiczne wedlug ponizszej sekwencji:



1. Szlifowanie,
2. Wiercenie pionowe,
3. Wiercenie poziome,
4. Frezowanie,

5. Toczenie.

1.6 Rozwigzanie

Rozwigzanie optymalne modelu maksymalizacji wartosci oczekiwanej zysku zostalo wyznaczone
przy uzyciu solvera CPLEX. Maksymalna wartos¢ oczekiwana zysku wynosi okoto 11036,12 zt.
Optymalne wartosci zmiennych decyzyjnych przedstawiajg sie nastepujaco:

160 0 80 160 0100
sell = [ 240 80 160 160 | ,if80prec= |0 0 0 0],
0 240 80 160 10 00

0 50 0 O 110 0 30 110
stock=|0 0 0 0 |],produce= (240 30 160 160
50 50 50 50 50 290 130 210

Czasem pracy poszczegdlnych typow maszyn dla réznych typéw produktéw w kazdym miesiacu
obrazuja nastepujace macierze:

4 0 0 O 9% 18 0 O

22 0 0 66 48 3 0 96
workTime[l]=| 11 0 35 O |,workTime]2]=| 24 0 140 0 |,

66 0 0 5.5 144 12 0 8

0 0 1 0 0 15 4 0

20 174 O 0
10 29 0 126
workTime[3]=| 5 0 105 0
3 11.6 0 10.5
0 145 3 0

Ze wzgledu na znaczne rozmiary macierzy lowerProfit pominieto jej przedstawienie w niniejszym
raporcie. Kompletne wyniki dzialania solvera zostaly zataczone do dokumentu jako zalacznik 4.

1.7 Wnioski

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna stwierdzié¢, ze zdolnosci produkcyjne przedsiebiorstwa
znacznie przewyzszaja chlonno$é rynku. W kontekscie maksymalizacji zysku, w okre$lonych
miesigcach ekonomicznie uzasadniona jest sprzedaz poszczegdlnych produktéw mimo przekroczenia
80% pojemnosci rynkowej. Optymalna strategia nie wymaga gromadzenia zapaséw ponad obli-
gatoryjne minimum magazynowe.

2 Model dwukryterialny zysku i ryzyka

2.1 Model zadania

Model przedsiebiorstwa zostal zachowany w niezmienionej formie w poréwnaniu do pierwszej
czesci zadania. Miara zysku pozostaje wartoéé oczekiwana, ktéra w przypadku scenariuszy o



rownym prawdopodobienstwie odpowiada wartosci $redniej. Miara ryzyka w niniejszym zadaniu
jest reprezentowana przez $rednia réznice Giniego okreslong nastepujacym wzorem:

T T
000 = 5 3 Sl — re lpee (19)

t'=1t"=1

gdzie ry(x) oznacza realizacje zysku dla scenariusza t'; a p; - prawdopodobieristwo wystapienia
scenariusza t.

W kontekscie przyjetych w projekcie oznaczen, wyrazenie definiujace miare ryzyka przyjmuje
nastepujaca postac:

1 1 1
riskMeasureGini = —- rofit|tl|—profit|t2]|- :
2 Z ) Z ‘ lprofitftl]—profit[t2] numberO f Scenarios numberO fScenaric
tlescenarios t2€scenarios
(20)
2.2 Model preferencji
Model preferencji oparto na minimalizacji ryzyka przy zadanym poziomie $redniego zysku.
averageProfit < minimal Average Profit (21)
minimizeriskMeasureGini (22)

minimal AverageProfit stanowi dodatkowy parametr modelu. Zataczniki 5 i 6 zawieraja pliki z
parametrami i modelem zadania dwukryterialnego wyboru - pliki Zzrédlowe przeznaczone dla
solvera CPLEX.

2.3 Zbiér rozwigzan efektywnych w przestrzeni ryzyko-zysk

Na rysunku 1 zaprezentowano rozwigzania efektywne modelu w przestrzeni ryzyko-zysk. Niebieskie
trojkaty oznaczaja rozwiagzania efektywne dla réznych wartosci wymaganego poziomu zysku.
Uwzgledniajac ograniczenia obliczeniowe komputera, wygenerowano 52 réwnomiernie rozmieszc-
zone rozwiazania, z ktérych kazde bazuje na 30 scenariuszach. Wprowadzono ograniczenie cza-
sowe dzialania solvera dla pojedynczego rozwigzania na poziomie 5 minut. Caltkowity czas
obliczen przekroczyl 3 godziny. Zalaczniki 7 i 8 obejmuja pliki parametréw oraz modelu wraz ze
skryptem dla solvera CPLEX, ktore zostaly wykorzystane do uzyskania rozwigzan. Kolorem z61-
tym wyrézniono rozwiazanie maksymalnego zysku oraz minimalnego ryzyka. Wartosci odpowiada-
jace tym rozwiazaniom przedstawiono w tabeli 2.4.

2.4 Rozwigzania efektywne minimalnego ryzyka i maksymalnego zysku

Na wykresie 1 zo6ttymi punktami wyznaczono rozwiazania charakteryzujace sie maksymalnym
zyskiem oraz minimalnym ryzykiem. WartoSci w przestrzeni ryzyko-zysk dla tych rozwiazan
przedstawiono w tabeli 2.4.

Table 3: Rozwigzania maksymalnego zysku i minimalnego ryzyka
Miara zysku Miara ryzyka
Maksymalizacja zysku  9515.80 zt 360.18 zt
Minimalizacja ryzyka -600.00 zt 0.0 zt

Rozwiazanie zadania jednokryterialnego maksymalizacji zysku charakteryzuje sie réwniez
maksymalizacja poziomu ryzyka, podczas gdy zadanie minimalizacji ryzyka bez natozenia ograniczen
na poziom zysku prowadzi do ujemnego wyniku finansowego (straty) wynikajacego z rezygnacji
ze sprzedazy oraz ponoszenia kosztOw utrzymania obligatoryjnych zapaséw magazynowych.
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Figure 1: Obraz zbioru rozwigzan efektywnych w przestrzeni ryzyko-zysk

2.5 Sprawdzenie dominacji stochastycznej wybranych rozwigzan efektywnych

W celu analizy dominacji stochastycznej pierwszego rzedu (FSD) wybrano 3 rozwiazania efekty-
wne modelu, oznaczone jako A, B oraz C. Wartosci éredniego zysku oraz miary ryzyka dla tych
rozwigzan zostaly zaprezentowane w tabeli 2.5. Wybdr objat rozwiazania charakteryzujace sie
zblizonymi poziomami Sredniego zysku, przy réznicy wynoszacej okoto 500 zt. Zataczniki 9 i 10
zawieraja pliki parametréw oraz modelu wraz ze skryptem dla solvera CPLEX, wykorzystane
do generowania danych dotyczacych zysku i ryzyka w poszczegdlnych scenariuszach.

Table 4: Rozwigzania wybrane do analizy dominacji FSD

A B C
Ograniczenie minimalnego zysku 8450.97 zt  8983.38 zt  9515.79 zt
Sredni zysk 8451.02 zt  8983.40 zt  9515.80 =zt
Miara ryzyka 306.38 zt 332,93 zt  360.18 zt

W celu weryfikacji wzajemnej dominacji wybranych rozwiazan w sensie FSD przygotowano
odwrotne dystrybuanty dla obu kryteriéw. Rysunek 2 ilustruje odwrotna dystrybuante rozktadu
§redniego zysku miedzy scenariuszami dla trzech wybranych rozwigzan efektywnych. Analiza
wykresu wskazuje, ze rozwigzanie C wykazuje dominacje nad rozwigzaniami A i B w sensie



FSD, co oznacza, ze w kazdym scenariuszu miara zysku dla decyzji C przewyzsza odpowiednie
wartosci dla decyzji A i B. Ponadto rozwigzanie B dominuje rozwiazanie A w sensie FSD.

—e— Scenariusz 1
—=— Scenariusz 2
—s— Scenariusz 3

Odwrotna dystrybuanta
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Przecietny Zysk

Figure 2: Odwrotna dystrybuanta rozktadu sredniego zysku miedzy scenariuszami

Rysunek 3 przedstawia odwrotna dystrybuante rozktadu sredniej réznicy Giniego jako miary
ryzyka miedzy scenariuszami dla tych samych trzech rozwigzan efektywnych. W kontekécie mi-
ary ryzyka rozwigzanie A wykazuje dominacje nad rozwigzaniami B i C, podczas gdy rozwiazanie
B nie dominuje w sposéb kategoryczny rozwigzania C. Przyczyna tego zjawiska jest zwiazana z
przecieciem si¢ dystrybuant w punkcie oznaczonym kolorem z6éltym na wykresie przedstawionym
na rysunku 2.
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Figure 3: Odwrotna dystrybuanta rozktadu éredniej réznicy Giniego miedzy scenariuszami
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