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Tres¢ zadania
Rozwazmy nastepujace zagadnienie planowania produkcji:

o Przedsigbiorstwo wytwarza 4 produkty P1,...,P4 na nastepujacych maszy-
nach: 4 szlifierkach, 2 wiertarkach pionowych, 3 wiertarkach poziomych,
1 frezarce i 1 tokarce. Wymagane czasy produkcji 1 sztuki produktu (w
godzinach) w danym procesie obrébki zostaly przedstawione w ponizszej
tabeli:

P1 P2 P3 P4

Szlifowanie 04 0,6 - -
Wiercenie pionowe 0,2 0,1 - 0,6
Wiercenie poziome 0,1 - 0,7 -
Frezowanie 0,06 0,04 - 0,05
Toczenie - 0,05 0,02 -

o Dochody ze sprzedazy produktéw (w zl/sztuke) okredlaja skladowe wek-
toraR = (Ry, ..., R4)T. Wektor R opisuje 4-wymiarowy rozklad t-Studenta
z 4 stopniami swobody, ktorego wartosci sktadowych zostaly zawezone do
przedziatu [5;12]. Wektor wartosci oczekiwanych p oraz macierz kowari-
ancji ¥ niezawezonego rozkladu t-Studenta sa nastepujace:

9 16 —2 —1 -3
8 2 9 —4 -1
p=l712= 121 4 4 1
6 3 -1 1 1

o Istnieja ograniczenia rynkowe na liczbe sprzedawanych produktéow w danym
miesigcu:

P1 P2 P3 P4
Styczen 200 0 100 200
Luty 300 100 200 200
Marzec 0 300 100 200

o Jezeli sprzedaz danego produktu przekracza 80 procent iloéci jaka moze
wchlonaé¢ rynek, jego dochéd spada o 20 procent.

o Istnieje mozliwosé sktadowania do 200 sztuk kazdego produktu w danym
czasie w cenie 1 zl/sztuke za miesiac. W chwili obecnej (grudzieri) w mag-
azynach znajduje sie po 50 sztuk kazdego produkt. Istnieje wymaganie,
aby tyle pozostato réwniez pod koniec marca.

o Przedsigbiorstwo pracuje 6 dni w tygodniu w systemie dwoch zmian. Kazda
zmiana trwa 8 godzin. Mozna zaltozyé, ze kazdy miesiac sktada sie z 24
dni roboczych.



Polecenia

1. Zaproponowa¢ jednokryterialny model wyboru w warunkach ryzyka z wartos-
cia oczekiwang jako miara zysku. Wyznaczy¢ rozwigzanie optymalne.

2. Jako rozszerzenie powyzszego zaproponowaé dwukryterialny model zysku
i ryzyka ze $rednig jako miara zysku i érednia réznica Giniego jako miara
ryzyka. Dla decyz%i x € @ $rednia réznica Giniego jest definiowana jako

1 T . . .
I(x) =35> 1 2o |re(x)=re (xX)|pepe, gdzie ry (x) oznacza realizacje
dla scenariusza t, p; prawdopodobienstwo scenariusza t.

(a) Wyznaczy¢ obraz zbioru rozwiazan efektywnych w przestrzeni zysk-
ryzyko.

(b) Wskazaé rozwiazania efektywne minimalnego ryzyka i maksymalnego
zysku. Jakie odpowiadaja im wartosci w przestrzeni ryzyko-zysk?

(¢c) Wybraé trzy dowolne rozwigzania efektywne. Sprawdzié, czy za-
chodzi pomiedzy nimi relacja dominacji stochastycznej pierwszego
rzedu. Wyniki skomentowadé, odnies¢ do ogdlnego przypadku.

1 Wstep teoretyczny

Model jednokryterialny wyboru w warunkach ryzyka zostal zaprojektowany w
celu identyfikacji rozwiazania optymalnego poprzez maksymalizacje oczekiwanej
wartosci zysku. Warto$¢ oczekiwana jest kalkulowana na podstawie scenar-
iuszy generowanych zgodnie z rozkladem ¢-Studenta wykorzystujacym parame-
try okreslone w zadaniu. W analizie zalozono rownomierne prawdopodobienistwo
wystepowania wszystkich scenariuszy.

Wszystkie parametry modelu zostaly opisane ponizej. Identyczne nazewnictwo
zostalo zastosowane w implementacji modelu. Dla parametréw bedacych wek-
torami i macierzami, w nawiasach kwadratowych okreslono ich wymiary, odnoszac
sie do odpowiednich parametréw liczbowych.

1.1 Opis parametrow

numberOfMachineTypes - [lo§¢ typéw maszyn (proceséw) dostepnych w fab-
ryce
numberOfMonths - Ilo$¢ miesiecy uwzglednionych w symulacji
numberOfProductsTypes - [los¢ typéw produktéw
numberOfScenarios - [lo$¢ scenariuszy wygenerowanych do symulacji
machines[numberOfMachineTypes] - Wektor typéw maszyn (proceséw)
months[numberOfMonths] - Wektor miesiecy symulacji
products[numberOfProductsTypes] - Wektor typdéw produktéw
machineCount [numberOfMachineTypes| - Wektor ilo$ci maszyn danego
typu
timeToProduce[numberOfMachineTypes|[numberOfProductsTypes]
- Macierz czaséw produkcji danego produktu na danej maszynie
maxProductsInMonth[numberOfMonths][numberOfProductsTypes]
- Macierz maksymalnej iloéci produktéw, jakie mozna sprzedaé¢ w danym miesiacu
numberOfHoursInFactory - Ilo$¢ godzin pracy fabryki w miesigcu



mu[numberOfProductsTypes] - Wektor wartosci oczekiwanych rozkladu
t-Studenta do generacji scenariuszy

sigma[numberOfProductsTypes][numberOfProductsTypes]| - Macierz
kowariancji dla rozktadu t-Studenta

sellProfit numberOfScenarios][numberOfProductsTypes] - Macierz
wygenerowanych scenariuszy dochodéw ze sprzedazy produktéw

storageCost - Koszt trzymania jednej sztuki produktu w magazynie przez
miesigc

storageMax[numberOfProductsTypes] - Wektor maksymalnej pojem-
noéci magazynu dla kazdego typu produktu

storageStart[numberOfProductsTypes] - Wektor ilosci poczatkowej pro-
duktéw w magazynie

1.2 Zmienne decyzyjne

produce[numberOfMonths|[numberOfProductsTypes] - Macierz zawier-

ajaca iloSci wytwarzanych sztuk danego typu produktu w danym miesigcu
selllnumberOfMonths][numberOfProductsTypes] - Macierz zawiera-

jaca ilosci sprzedawanych sztuk danego typu produktu w danym miesigcu
stock[numberOfMonths][numberOfProductsTypes] - Macierz zawier-

ajaca ilosci sztuk danego typu produktu znajdujacych sie w magazynie w danym

miesigcu
workTime[numberOfMonths][numberOfMachineTypes| numberOfProductsTypes]

- Macierz zawierajaca czas pracy kazdej maszyny dla kazdego typu produktu w

kazdym miesiacu
if80prec[numberOfMonths|[numberOfProductsTypes] - Macierz zmi-

ennych binarnych (1 jesli sprzedaz danego produktu w danym miesiacu przekroczylta

80% wartosci maksymalnej, 0 - w przeciwnym wypadku)
lowerProfit[numberOfScenarios] [numberOfMonths][numberOfProductsTypes]

- Macierz przechowujaca kwoty, jaka nalezy odja¢ od zyskéw z poszczegdlnych

typow produktéw w poszcezegdlnych miesiacach, ze wzgledu na przekroczenie

80% pojemnosci rynku. Zmienna niezbedna do wyeliminowania obecnosci zmi-

ennej binarnej w funkcji oceny

1.3 Ograniczenia

Przetlumaczono ograniczenia z jezyka naturalnego na jezyk matematyczny

e Ograniczenie dolne wartosci zmiennych decyzyjnych — wartosci nie moga
by¢ mniejsze od zera:

meEmonths

v peproducts workTime[m][mc][p] >= 0 (1)
V%%%‘fﬁg;produce [m][p] >=0 (2)
VS mentt sellfm]p] >= 0 )
VSmenths stock[m][p) >= 0 (4)
i€scenarios .
V%%%%ZtcféilowerProfzt[z] [m][p] >=0 (5)



e Ograniczenie czasowe pracy maszyn - Kazda maszyna moze pracowaé
maksymalnie numberOfHoursInFactory godzin w miesigcu, zatem laczny
czas pracy wszystkich maszyn danego typu nie moze przekroczyé¢ iloczynu
liczby dostepnych maszyn tego typu i czasu numberOfHoursInFactory.

v, memonths Z (workTime[m][mc][p] <= machineCount[mc|*numberO f HoursInFactory)
(6)

pEproducts
e Ograniczenie wigzace czas pracy maszyn z produkcja - czas wykorzysta-
nia okreslonego typu maszyny jest réwny sumie iloczynow liczby wytwor-
zonych jednostek kazdego produktu i czasu potrzebnego na obrébke jednej
jednostki tego produktu na danej maszynie:
memonths

Vmcgmaghi?esworkTime [m][mc][p] == produce[m][p]*timeT oProduce|mc][p]
pEproducts
(7)

o Ograniczenie maksymalnej sprzedazy wynikajace z pojemnosci rynku w
danym miesigcu:

vsmonths sellm)[p] == maxProductsInMonth[m](p] (8)

e Warunki definiujace zmienna binarng przy przekroczeniu 80 procent chlon-
noéci rynku:

vismonths selllm][p] <= 0.8«max ProductsInMonth[m][p]+1000000xi f80prec[m][p]
(9)

ymemonths sol1m][p] >= 0.8+max ProductsInMonth[m][p|xif80prec[m][p]

pEproducts
(10)
e Ograniczenia linearyzujace oddzialywanie zmiennych binarnych na funkcje
celu:
1Escenarios L. .
V%%%%Ztcfglowerpmfzt[z] [m][p] <= 1000000 x ¢ f80prec[m][p]  (11)
Vifz;é?g;ftif;sslowerProfit[i] [m][p] <= 0.2xsell[m][p]*sell Profit[i][p] (12)
pEproducts
V%ﬁ%g{OQ * sell[m][p] * sell Profit[i][p] — lower Profit[i|[m][p]+

1000000 * % f 80prec[m][p] <= 1000000; (13)
e Ograniczenie sprzedazy do liczby sztuk wyprodukowanych oraz dostepnych
w magazynie. Dla pierwszego miesigca ograniczenie przyjmuje forme:

vamonths
pEproducts

sell[m][p] <= produce[m][p] + storageStart[p] (14)
Dla kazdego nastepnego miesiaca:

V&%’%‘ﬂ@isell[m] [p] <= produce[m][p] + stock|m — 1][p] (15)



e Ograniczenie okreslajace stan magazynu na koniec miesiaca jako réznice
miedzy suma produktéw wyprodukowanych i dostepnych na poczatku
miesigca a liczba sprzedanych jednostek. Dla pierwszego miesiaca:

ymemonths o1 0ck[m][p] == (produce[m][p] + storageStart[p]) — sell[m][p]

pEproducts
(16)
Dla kazdego nastepnego miesiaca:
Vi &oroduersstock[m][p] == (produce[m][p] + stock[m — 1][p]) — Sell[m%[p])
17

1.4 Funkcja celu

Funkcja celu w modelu jednokryterialnym polega na maksymalizacji wartosci
oczekiwanej zysku ze wszystkich analizowanych scenariuszy. W kazdym ze sce-
nariuszy zastosowano funkcje zysku o nastepujacej postaci

yi<nScernariospy.q fit[j] = Z Z (sell|m][p] - sell Profit[i][p]

meEmonths pEproducts

— lower Profit[i][m][p] — stock[m][p] * storageCost) (18)

1.5 Implementacja
1.5.1 Scneariusz dochodéw ze sprzedazy

Przychody ze sprzedazy poszczegdlnych typéw produktéw definiowane sa przez
wektor losowy opisany w tresci zadania. W celu wygenerowania wektoréw
reprezentujacych poszczegdlne scenariusze przychodow zastosowano biblioteke
MASS jezyka R. Implementacja zostala wykonana w érodowisku R Studio IDE,
a skrypt generujacy dane zapisano w pliku ¢-student. R. W ramach przeprowad-
zonej symulacji wygenerowano 1000 scenariuszy realizacji przychoddéw.

1.5.2 Model

Model zaimplementowano w $rodowisku IBM ILOG CPLEX Optimization Stu-
dio z wykorzystaniem solvera CPLEX. Nazewnictwo parametrow oraz zmien-
nych decyzyjnych jest zgodne z opisem zawartym w tabelach ?? i 77. Plik
wdwr25406-1.dat zawiera definicje parametréw modelu, natomiast plik wdwr25406-
1.mod obejmuje wczytywanie parametréow, definicje zmiennych decyzyjnych,
funkcji celu oraz ograniczen modelu. W celu uproszczenia implementacji przyjeto
numeryczne oznaczenia dla miesiecy, produktow oraz proceséw technologicznych.
Miesiace numerowane sa chronologicznie, produkty zgodnie z indeksem wystepu-
jacym w nazwie (P1-P4), natomiast procesy technologiczne wedlug ponizszej
sekwencji:

1. Szlifowanie,
Wiercenie pionowe,
Wiercenie poziome,

Frezowanie,

AN

Toczenie.



1.6 Rozwigzanie

Rozwiazanie optymalne modelu maksymalizacji wartosci oczekiwanej zysku zostato
wyznaczone przy uzyciu solvera CPLEX. Maksymalna warto$¢ oczekiwana zysku
wynosi okoto 11036,12 zt. Optymalne wartosci zmiennych decyzyjnych przed-
stawiaja sie nastepujaco:

160 0 80 160 01 0 0
sell= 1240 80 160 160 | ,if80Oprec= {0 0 0 0],
0 240 80 160 10 0 0

0 50 0 O 110 0 30 110
stock=0 0 0 O |,produce= {240 30 160 160
50 50 50 50 50 290 130 210

Czasem pracy poszczegélnych typéw maszyn dla réznych typéw produktow
w kazdym miesiacu obrazuja nastepujace macierze:

4 0 0 O 9% 18 0 0

22 0 0 66 48 3 0 96
workTime[l]=| 11 0 35 0 |,workTime[2]=| 24 0 140 0 |,

66 0 0 5.5 144 12 0 8

0 0 1 0O 0 15 4 0

20 174 0 0
100 29 0 126
workTime[3]=| 5 0 105 0
3 116 0 105
0 145 3 0

Kompletne wyniki dzialania solvera (wraz z macierza lowerProfit) znajduja
sie w pliku solutionsl.txt

1.7 Wnioski

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna stwierdzi¢, ze zdolnoéci produk-
cyjne przedsiebiorstwa znacznie przewyzszaja chlonnosé rynku. W konteks-
cie maksymalizacji zysku, w okreslonych miesiacach ekonomicznie uzasadniona
jest sprzedaz poszczegdlnych produktéw mimo przekroczenia 80% pojemnodci
rynkowej. Optymalna strategia nie wymaga gromadzenia zapaséw ponad obli-
gatoryjne minimum magazynowe.

2 Model dwukryterialny zysku i ryzyka

2.1 Model zadania

W ramach niniejszego zadania zastosowano model przedsigbiorstwa identyczny
z tym wykorzystanym w pierwszej czesci analizy. Kryterium zysku jest nadal
reprezentowane przez wartos¢ oczekiwana, ktéra dla scenariuszy charakteryzu-
jacych sie jednakowym prawdopodobienstwem wystapienia jest réwnowazna



wartosci $redniej. Kryterium ryzyka zostalo zdefiniowane przy uzyciu $redniej
réznicy Giniego, opisanej ponizsza formutla:

1 T T
D(x) = 5 0 D lrwlx) — e (lpwpe, (19)

t'=1t"=1

gdzie ry (x) reprezentuje warto$é zysku osiagnieta w scenariuszu ¢', natomiast
p: okredla prawdopodobienstwo wystapienia scenariusza t.

Wykorzystujac notacje zastosowang w niniejszym projekcie, formula okresla-
jaca miare ryzyka przyjmuje nastepujaca forme:

‘ o1 . .
riskMeasureGini = 3 Z Z |profit[tl] — profit[t2]|-

tl€scenarios t2€scenarios

1 1
numberO f Scenarios . numberO fScenarios

(20)

2.2 Model preferencji

Model preferencji oparto na minimalizacji ryzyka przy zadanym poziomie éred-
niego zysku.
averageProfit < minimal AverageProfit (21)

minimizeriskMeasureGini (22)

minimalAverageProfit stanowi dodatkowy parametr modelu. Pliki wdwr25406-
3.dat i wdwr25406-3.mod i modelem zadania dwukryterialnego wyboru - pliki
zrédlowe przeznaczone dla solvera CPLEX.

2.3 Zbiér rozwigzan efektywnych w przestrzeni ryzyko-
zysk

Na rysunku 1 przedstawiono krzywa efektywnosci w przestrzeni ryzyko-zysk.
Punkty reprezentuja rozwigzania efektywne uzyskane dla réznych pozioméw
wymaganego zysku. Ze wzgledu na ograniczenia obliczeniowe, wygenerowano
20 réwnomiernie roztozonych punktéw, przy czym kazdy z nich opiera sie na
30 scenariuszach. Ustalono limit czasowy dzialania solvera na 10 sekund dla
pojedynczego rozwiazania (wydluzenie tego limitu przyniosto jedynie niewielka
poprawe dokladnosci przy znaczaco zwiekszonym czasie obliczenn). W plikach
wdwr25406-3.dat oraz wdwr25406-3.mod znajduja sie definicje parametréw i
modelu wraz z implementacja dla solvera CPLEX. Wartosci ekstremalne - maksy-
malny zysk oraz minimalne ryzyko - zostaly zestawione w ponizszej tabeli
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Figure 1: Obraz zbioru rozwiagzan efektywnych w przestrzeni ryzyko-zysk

2.4 Rozwigzania efektywne minimalnego ryzyka i maksy-
malnego zysku

Table 1: Rozwiazania maksymalnego zysku i minimalnego ryzyka
Miara zysku Miara ryzyka
Maksymalizacja zysku  9515.80 zt 360.18 zt
Minimalizacja ryzyka -600.00 z1 0.0 zt

Rozwiazanie zadania jednokryterialnego maksymalizacji zysku charakteryzuje
sie réwniez maksymalizacja poziomu ryzyka, podczas gdy zadanie minimalizacji
ryzyka bez nalozenia ograniczen na poziom zysku prowadzi do ujemnego wyniku
finansowego (straty) wynikajacego z rezygnacji ze sprzedazy oraz ponoszenia
kosztow utrzymania obligatoryjnych zapaséw magazynowych.

2.5 Dominacja stochastyczna wybranych rozwigzan efek-
tywnych

Do weryfikacji relacji dominacji stochastycznej pierwszego rzedu (FSD) zostaly
wybrane 3 rozwiazania efektywne modelu: Scenariusze 1, 2 i 3, Parametry

10



charakteryzujace éredni zysk i miare ryzyka dla analizowanych rozwiazan przed-
stawiono w tabeli 2.5. Implementacja parametréw oraz modelu zostata za-
warta w plikach wdwr25406-4.dat i wdwr25406-4.mod - skrypty przeznaczone
dla solvera CPLEX stuzace do generowania informacji o zysku i ryzyku w ra-
mach poszczegdlnych scenariuszy.

Table 2: Scenariusze wybrane do analizy dominacji FSD

1 2 3
Ograniczenie minimalnego zysku 8450.97 z}  8983.38 zt  9515.79 zl
Sredni zysk 8451.02 z  8983.40 z  9515.80 zl
Miara ryzyka 306.38 zt 33293 z1  360.18 zt

Aby okresli¢ relacje dominacji miedzy wybranymi rozwigzaniami w konteks-
cie FSD, zbudowano odwrotne dystrybuanty dla obydwu analizowanych kryter-
i6w. Rysunek 2 prezentuje odwrotng dystrybuante rozkladu sredniego zysku w
poszczegdlnych scenariuszach dla trzech wybranych rozwiazan efektywnych. Z
analizy wykresu wynika, ze rozwigzanie dla scenariusza 3 przewyzsza rozwiaza-
nia scenariusza 1 i 2 w kontek$cie dominacji stochastycznej pierwszego rzedu,
oznaczajac, ze dla kazdego scenariusza warto$¢ zysku osiggana przez decyzje
3 jest wyzsza niz odpowiadajace jej wartosci dla decyzji 1 1 2. Jednocze$nie
rozwiazanie 2 dominuje nad rozwiazaniem 1 w sensie dominacji stochastycznej
pierwszego rzedu.

11
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Odwrotna dystrybuanta
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Figure 2: Odwrotna dystrybuanta rozkladu sredniego zysku miedzy scenar-
iuszami

Rysunek 3 prezentuje odwrotna dystrybuante rozktadu sredniej r6znicy Giniego
jako miary ryzyka dla tych samych trzech rozwiazan efektywnych. W zakresie
miary ryzyka rozwiagzanie 1 charakteryzuje si¢ dominacja nad rozwiazaniami 2 i
3, rozwiazanie 2 wykazuje réwniez jednoznaczna dominacje wzgledem rozwiaza-
nia 3.
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Figure 3: Odwrotna dystrybuanta rozkladu sredniej réznicy Giniego miedzy
scenariuszami
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