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Zadanie 1. Metoda QR obliczania wartosci wiasnych

Celem zadania jest:

1.

napisanie programu obliczajgcego wartosci wtasne macierzy metoda rozktadu QR:

a. zprzesunieciami

b. bez przesunieé

przetestowanie napisanych funkcji na 30 macierzach kwadratowych o rozmiarze 5, 10
i20

wyznaczenie sredniej liczby iteracji potrzebnej do uzyskania wyniku o zadanej
dokfadnosci.

Koncepcja rozwigzania

1.

Do wykonania rozktadu QR macierzy wykorzystana zostata ortogonalizacja Grama-
Schmidta. Algorytm samego rozktadu mozna opisa¢ nastepujgco:
1) Na podstawie macierzy wejsciowej wyznacz rozmiar macierzy Q oraz R.
2) Dokonaj ortogonalizacji Grama-Schmidta(algorytm opisany w poprzednim
projekcie). Q - macierz zortogonalizowana, R — macierz wspétczynnikow.
3) Znormalizuj otrzymane macierze Q oraz R.
a. Algorytm wyznaczania wartosci wtasnych bez przesunieé:
i. DopOdki nie zostanie osiggnieta tolerancja (0,00001) lub maksymalna
liczba iteracji (200) dopoty
ii. Dokonaj rozktadu macierzy wejsciowej (A) na macierz Qi R.
b. Algorytm wyznaczania wartosci wtasnych z przesunieciami:
i. wykonuj do momentu uzyskania macierzy 2x2
ii. wyznacz macierz dolnego prawego rogu (2x2) - M
iii. oblicz wartosci wtasne macierzy M
iv. wybierz warto$¢ wtasng blizszg elementowi prawego dolnego rogu
(przesuniecie)
v. Dokonaj rozktadu QR na macierzy A — I*przesuniecie
vi. odtwdrz macierz A jako R*Q + I*przesuniecie
vii. po osiggnieciu wymaganej doktadnosci zapisz otrzymang wartosé
wtasng (dolny prawy rég)
viii. dokonaj deflacji macierzy
Zostata napisana funkcja tworzgca macierze nie-/symetryczne o zadanym wymiarze i
losowych wartosciach. Dla utatwienia zadania wartosci losowane sg liczbami
catkowitymi z przedziatu 0-100. Do sprawdzenia zostata uzyta wbudowana
matlabowa funkcja gr() wyznaczajgca rozktad QR z doktadnoscig co do znaku oraz
funkcja eig() wyznaczajgca wektor wartosci wtasnych.
Précz wyznaczenia sredniej liczby iteracji potrzebnej do uzyskania wyniku o zadanej
doktadnosci sprawdzona zostatfa z ciekawosci potencjalna korelacja ilosci potrzebnych
iteracji do uwarunkowania macierzy.



Sprawdzenie

1. Do sprawdzenia poprawnosci wyznaczonych wartosci wiasnych zostat wykorzystany
maty program testujgcy, ktérego gtéwna funkcjonalnoscig byto sprawdzenie
maksymalnego btedu:

rozmiar = 20;

A = macierz_symetryczna(rozmiar);

[B iteracje_sym bezprzes] = qr_bezprzesuniec(A);

max(sort(B) - eig(A))

Przy testach warto$¢ maksymalna byta rzedu 103 (ostatni pomiar - 1.2079e-13) dla
metody z przesunieciami i macierzy 20x20. Z kolei dla tego samego rozmiaru bez przesuniec
doktadnos¢ ta byta rzedu 0,1 (ostatnia wartos¢ 0.1438, 20 to wielkos¢ macierzy, przy ktorej
warunek o maksymalnej ilosci iteracji przerywa wykonanie algorytmu w wiekszosci
przypadkow).

Zostato to uznane za wystarczajgcg doktadnos$é. Niestety dla wartosci zespolonych
funkcja sort() nie dziata tak jak funkcja sortujaca eig() jednakze po wyswietleniu wartosci
wtasnych za pomoca autorskiej funkcji oraz eig() przy 10 réznych macierzach wyniki
pokrywaty sie co zostato uznane za wystarczajacy test zgodnosci.
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Rozmiar\Metoda Macierz symetryczna Macierz
niesymetryczna
Bez przesunied 7Z przesunieciami 7Z przesunieciami
5 105.7667 7.1667 10.6333
10 175.8667 14.3000 23.8000
20 180.9000 27.9667 54.8333

Komentarz

Metody dziatajg poprawnie. Ta z przesunieciami okazata sie ok 10 razy bardziej
skuteczna. Przy macierzy 5x5 1/3 przebiegdéw algorytmu bez przesuniec¢ konczyta sie
niepowodzeniem, przy macierzy 10x10 zaledwie 1/10 przebiegdw algorytmu zakonczyt sie
powodzeniem za$ przy wielkosci 20x20 ani jeden przebieg algorytmu nie skonczyt sie w
zatozonych 200 iteracjach. Swiadczy to o jego wysokiej niewydajnosci. Dodanie prostego
elementu przesuniecia znacznie zwieksza efektywnos¢ algorytmu.

Dla poréwnania zaledwie 1 na 30 préb przy algorytmie z przesunieciami dla macierzy
niesymetrycznych zakorczona bytfa porazka (rozmiar 10 i 20). Zas dla symetrycznych mozna
powiedzieé, ze ilos¢ iteracji byta w pewnym przyblizeniu stata.

Co ciekawe wskaznik uwarunkowania nie miat wptywu na ilos¢ wykonanych przez
algorytm iteracji.



Zadanie 2. Aproksymacja funkcji

Celem zadania jest napisanie programu, ktéry bedzie aproksymowat wielomianowg funkcje
na podstawie zadanych punktéw dwiema metodami:

1. uktadu réwnan normalnych

2. ukfadu réwnan liniowych wynikajgcego z rozktadu QR

Ponadto dla kazdego uktadu nalezy obliczy¢ btgd rozwigzania jako norme residuum.

Koncepcja rozwigzania

Dla zestawu (x,y):

dane = [-5 -5.4606;-4 -3.8804;-3 -1.9699;-2 -1.6666;-1 -0.0764;0 -
0.3971;1 -1.0303;2 -4.5483;3 -11.528;4 -21.6417;5 -34.4458];

wyznaczone zostaty aproksymacje na podstawie obu metod. Wykorzystane do tego zostaty
funkcje, ktére za parametr przyjmujg wektor x, y oraz stopien wielomianu, ktéry ma stuzyé
jako przyblizenie funkcji tworzgcej dane.

1. Algorytm uktadu réwnan normalnych:
1) wyznaczenie macierzy (G) Grama jako iloczynu przeksztatcen —w tym
przypadku sumowanie poteg x
2) wyznaczenie macierzy prawej strony (P) jako przeksztatcenie*korespondujgca
wartosc¢ wyjsciowa (y)
3) obliczenie réwnania GX =P.
komentarz: pozwolitem sobie uzy¢ wbudowanej w Matlaba funkcji \, gdyz
przy poprzednim zadaniu samodzielnie pisatem funkcje obliczajgcg réwnania
tego typu.
4) potraktuj wyjscie jako zbior wspotczynnikédw kolejnych poteg x.
2. Algorytm oparty na rozktadzie QR rdzni sie jedynie tym, ze w kroku 3 nie zostaje
wykonane obliczenie réwnania GX = P tylko Rx=Q'P.
Komentarz: do dokonania rozktadu QR zostata wykorzystana napisana przeze mnie
metoda rozktadu QR z poprzedniego zadania.

Sprawdzenie

W celu sprawdzenia poprawnosci wykreowanych rozwigzan skorzystatem z:

- efekt finalny: obliczania normy residuum

- poprawnosci rysowanych wykreséw: strona, ktéra na podstawie wyjscia generowanego
przez maj program tworzyta wykresy, np. https://www.wolframalpha.com/input/?i=-0.09-0.8*x-
0.65*x%5E2%2B0.13*X%5E3
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norma_res =

met. rown norm met QR
34.3326 34.3326 - stopien 0
24.5832 24.5832 - stopien 1
7.3647 7.3647 - stopien 2
1.4390 1.4390 - stopien 3
1.3958 1.3958 - stopien 4
0.8501 0.8501 - stopien 5
0.7595 0.7595 - stopien 6
0.7069 0.7069 - stopien 7
0.6997 0.7181 - stopien 8
Komentarz

Obie metody dobrze dokonujg aproksymacji dla zadanego zestawu danych juz przy 3 stopniu
wielomianu. Do 7. stopnia wielomianu réznice pomiedzy obiema metodami sg wrecz
niezauwazalne — zaréwno wykresy jak i norma residuum sg takie same. Przy wiekszym
stopniu metoda QR traci nieznacznie na rzecz metody rownan normalnych. Wynikaé to moze
ze stosowania dodatkowego rozktadu, ktéry przy wiekszych macierzach nieco traci na
doktadnosci — moze to dziac sie np. na etapie ortogonalizacji Grama-Schmidta gdyz
wystepuje coraz wieksze pole do popetnienia btedéw np. w elemencie sumy.
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Zatacznik 1. Kod Zrédtowy zadania 1.

program

clc;

clear;

iteracje_sym bezprzes = zeros(39);

iteracje_sym przes = zeros(30);

cond_sym = zeros(30);

cond_niesym = zeros(30);

iteracje_niesym _przes = zeros(39);

for rozmiar = [5 10 20]

for i = 1:30

A = macierz_symetryczna(rozmiar);
[B iteracje_sym bezprzes(i,rozmiar)]

cond_sym(i,rozmiar) = cond(A);
%eig(A);
A = macierz_niesymetryczna(rozmiar);

[B iteracje_niesym_przes(i,rozmiar)] = qr_przesuniecia(A);

cond_niesym(i,rozmiar) = cond(A);
end
end

statystyki i czyszczenie danych

for rozmiar = [5 10 20]

rozmiar

sr_sym_bezprzes = iteracje_sym_bezprzes(:,rozmiar)

sr_sym_przes = iteracje_sym_przes(:,rozmiar)

sr_niesym_przes = iteracje_niesym_przes(:,rozmiar)

for i = 1:3
[wart indx] = max(cond_sym(:,rozmiar));
iteracje_sym_bezprzes(indx,rozmiar) = 0;
iteracje_sym_przes(indx,rozmiar) = 0;
cond_sym(indx,rozmiar) = 0;

[wart indx] = max(cond_niesym(:,rozmiar));
iteracje_niesym_przes(indx,rozmiar) = 0;
cond_niesym(indx,rozmiar) = 0;
end
end

for rozmiar = [5 10 20]
rozmiar
sr_sym_bezprzes = mean(iteracje_sym_bezprzes(:,rozmiar))
sr_sym_przes = mean(iteracje_sym przes(:,rozmiar))
sr_niesym_przes = mean(iteracje_niesym_przes(:,rozmiar))
end

wykresy

for rozmiar = [5 10 20]
figure

gr_bezprzesuniec(A);
[B iteracje_sym przes( i,rozmiar)] = qr_przesuniecia(A);
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plot(cond_sym(:,rozmiar),iteracje_sym_bezprzes(:,rozmiar), 'bo’,

cond_sym(:,rozmiar), iteracje_sym_przes(:,rozmiar), 'r*");

end

title([ '‘Macierz symetryczna o rozmiarze ' num2str(rozmiar)])

xlabel( 'wskaznik uwarunkowania')

ylabel('ilosc potrzebnych iteracji')

legend({'bez przesuniec', 'z przesunieciami'}, 'Location’, 'northeast"');
figure
plot(cond_niesym(:,rozmiar),iteracje_niesym_przes(:,rozmiar), 'go");
title([ 'Macierz niesymetryczna o rozmiarze ' num2str(rozmiar)])
xlabel('wskaznik uwarunkowania')

ylabel('ilosc potrzebnych iteracji')

legend({'z przesunieciami'}, 'Location', 'northeast');

funkcje pomocnicze

rozklad QR
function [Q R] = gr_rozklad(A)

end

[r_wiersze r_kolumny] = size(A);
Q = zeros(r_wiersze);
if r_wiersze > r_kolumny
R = eye(r_wiersze);
Q = eye(r_wiersze);
else
R = eye(r_kolumny);
Q = eye(r_wiersze);
end
%Gram-Schmidt
for i = 1:r_kolumny
Q(:,1) = A(:,1);
for j = 1:(i-1)

R(j,1i) = mydot(Q(:,3),A(:,1i))/mydot(Q(:,3),Q(:,3));
Q(:,1i) = Q(:,1i) - R(F,1)*Q(:,3);
end
end
Q = Q(1:r_wiersze,1:r_kolumny);
%normalizacja

N = zeros(r_wiersze);
for i = 1:r_kolumny
N(i,i) = norm(Q(:,1));
Q(:,1i) = Q(:,1)/N(i,1);
end
R = N*R;

if r_wiersze > r_kolumny

R = R(1:r_kolumny,1:r_kolumny);
else

R = R(1:r_wiersze,1l:r wiersze);
end

algorytm obliczania wartosci wlasnych metoda QR bez przesuniec

function [wart_wlasne i] = qr_bezprzesuniec(A)
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i=0;
while tolerancja(A) > 0.00001 & i < 200+1
[Q R] = gr_rozklad(A);

A=R*Q;
i = i+1;
end
wart_wlasne = wektor(A);

end

algorytm obliczania wartosci wlasnych metoda QR z przesunieciami

function [wart_wlasne i] = gqr_przesuniecia(A)
rozmiar = size(A,1);
i=0;
wart_wlasne = zeros(rozmiar);
wart_wlasne = wart_wlasne(:,1);
for j = rozmiar:-1:2
while max(abs(A(j,1:j-1))) > 0.00001 & i < 200+1
mala_macierz = A(j-1:7,3j-1:3); %
macierz 2x2,
[x1 x2] = pierw_f_kwadratowej(mala_macierz);
przesuniecie = blizsza_liczba(mala_macierz(2,2), x1, x2); % z
ktorej wyznaczana jest najlepsza wart. wlasna
A = A - eye(j)*przesuniecie;
[Q R] = gr_rozklad(A);
A =R * Q + eye(j)*przesuniecie;
i = 1i+41;
end
wart_wlasne(j) = A(3,J);
if j > 2
A= A(1:-1,1:7-1); %deflacja
else
wart_wlasne(1) = A(1,1);
end

* |l

end
end

wyznaczanie pierw f. kwadratowej

function [x1 x2] = pierw_f_kwadratowej(mala_macierz)

a =1;
b = -(mala_macierz(1,1)+mala_macierz(2,2));
¢ = (mala_macierz(1l,1)*mala_macierz(2,2))-

(mala_macierz(2,1)*mala_macierz(1,2));

x1 = (-b + sqgrt(b*b - 4*a*c))/(2*a);
x2 = (-b - sqrt(b*b - 4*a*c))/(2*a);
if abs(x2) > abs(x1)

X1l = x2;

end
%drugi pierwiastek ze wzordw Viete'a
x2 = ((-b)/a) - x1;
end

wybor pierwiastka blizszego d(n,n)
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function x = blizsza liczba(wlasciwa, x1, x2)
if abs(wlasciwa-x1) < abs(wlasciwa-x2)
X = X1;
else
X = X2;
end
end

autorska implementacja matlabowej funkcji dot()

function md = mydot(A,B)
rozmiar = size(A);
md = 9;
for i = 1:rozmiar
md = md + A(1)*B(i);
end
end

funkcja wektoryzujaca macierz diagonalna

function w = wektor(A)
rozmiar = size(A);
for i = 1:rozmiar
W(i)l) = A(i,i);
end
end

sprawdzenie toleranciji

function tol = tolerancja(A)
rozmiar = size(A);
A = abs(A);
tol = 9;
if rozmiar > 2
for i = 1:rozmiar
if max(A(i,i+l:end)) > tol
tol = max(A(i,i+1:end));
end
if max(A(i,1:i-1)) > tol
tol = max(A(i,1:i-1));
end
end
else
tol = 0;
end
end

tworzenie macierzy symetrycznej o zadanym rozmiarze

function mac_sym = macierz_symetryczna(rozmiar)
mac_sym = randi([@ 50],rozmiar,rozmiar);
mac_sym = mac_sym + mac_sym';

end

tworzenie macierzy niesymetrycznej o zadanym rozmiarze

function mac_nsym = macierz_niesymetryczna(rozmiar)



mac_nsym = randi([@ 100],rozmiar,rozmiar);

end

norma residuum

function nr =
residuum

norma_residuum(wspolczynniki, x, rozw)
wspolczynniki*x - rozw;

nr = norm(residuum);

end
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Zatacznik 2. Kod Zrédtowy zadania 2.

program
clc;

clear;

dane = [-5 -5.4606;-4 -3.8804;-3 -1.9699;-2 -1.6666;-1 -0.0764;0 -0.3971;1 -

1.0303;2 -4.5483;3 -11.528;4 -21.6417;5 -34.4458];
x = linspace(-5,5,100);
max_stopien = 8;

norma_res

zeros(max_stopien);

norma_res

norma_res(:,1:2);

for stopien = @:max_stopien

figure

funkcja = uklad_rownan_normalnych(dane, stopien);

y = fun(funkcja, x);

funkcja2 = uklad_gr(dane, stopien);

y2 = fun(funkcja2, x);

plot(dane(:,1),dane(:,2),'bo", x, y, 'r', x, y2, 'g--");

legend({'dane', 'met. rownan normalnych', 'met. rozkladu
QR'}, 'Location', 'southwest');

title([ 'stopien wielomianu ' num2str(stopien)]);

norma_res(stopien+1,1) = norm(dane(:,2) - fun(funkcja, dane(:,1)));

norma_res(stopien+1,2) norm(dane(:,2) - fun(funkcja2, dane(:,1)));
end

norma_res
funkcje pomocnicze

uklad rownan normalnych
function wspolczynniki = uklad_rownan_normalnych(dane, st_wielomianu)
% wyznaczanie macierzy Grama - <przeksztalcenie_i,przeksztalcenie j>
[r_wiersze, r_kolumny] = size(dane);
st wielomianu = st wielomianu + 1;

macierz_Grama = wyzn_macierz_Grama(dane, st _wielomianu);

% wektor prawej strony



prawa_strona = zeros(st wielomianu);
prawa_strona = prawa_strona(:,1);
for i = 1:st_wielomianu
for k = 1:r_wiersze
prawa_strona(i) = prawa_strona(i) + (dane(k,1))~(i-1)*dane(k,2);

end

end

wspolczynniki = macierz_Grama\prawa_strona;

end

uklad wynikajacy z rozkladu QR
function wspolczynniki = uklad_qgr(dane, st_wielomianu)
% wyznaczanie macierzy Grama - <przeksztalcenie_ i,przeksztalcenie_j>

[r_wiersze, r_kolumny] = size(dane);

st_wielomianu = st_wielomianu + 1;

macierz_Grama = wyzn_macierz_Grama(dane, st _wielomianu);
% wektor prawej strony
prawa_strona = zeros(st_wielomianu);
prawa_strona = prawa_strona(:,1);
for 1 = 1:st_wielomianu
for k = 1:r_wiersze
prawa_strona(i) = prawa_strona(i) + (dane(k,1))7(i-1)*dane(k,2);
end

end

[Q R] = gr_rozklad(macierz_Grama);
wspolczynniki = R\Q'*prawa_strona;
end
wyznaczenie macierzy Grama
function macierz_Grama = wyzn_macierz_Grama(dane, st _wielomianu)
% wyznaczanie macierzy Grama - <przeksztalcenie_i,przeksztalcenie j>

macierz_Grama = zeros(st _wielomianu);
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[r_wiersze, r_kolumny] = size(dane);
for i = 1:st_wielomianu
for j = 1:st_wielomianu

for k = 1:r_wiersze

macierz_Grama(i,j) = macierz_Grama(i,j) + (dane(k,1))"(i+j-2);

end
end
end

end

wyznaczenie wyjsc dla podanych x-ow i zadanej funkciji
function y = fun(funkcja, x)

[temp rozmiar_x] = size(x);

if rozmiar_x ==

X = X';

rozmiar_x = temp;
end

st _wielomianu = size(funkcja);

zeros(rozmiar_x);

y(:,1);

for i = 1:rozmiar_x

y

y

for j = 1:st wielomianu
y(i,1) = y(i,1) + funkcja(j,1)*(x(1,1))"(3-1);
end
end

end

rozklad QR

function [Q R] = gr_rozklad(A)
[r_wiersze r_kolumny] = size(A);
Q = zeros(r_wiersze);

if r_wiersze > r_kolumny

R = eye(r_wiersze);
Q = eye(r_wiersze);
else
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R
Q

end

eye(r_kolumny);

eye(r_wiersze);

%Gram-Schmidt
for i = 1:r_kolumny
Q(:,1) = A(:,1);
for j = 1:(i-1)
R(J,1) = mydot(Q(:,]3),A(:,1))/mydot(Q(:,3),Q(:,3));
Q(:,1) = Q(:,1) - R(J,1)*Q(:,3);

end
end
Q = Q(1:r_wiersze,1:r_kolumny);
%normalizacja
N = zeros(r_wiersze);

for i = 1:r_kolumny

N(i,i) = norm(Q(:,1i));
Q(:,1) = Q(:,1)/N(1,1);
end
R = N*R;

if r_wiersze > r_kolumny

R = R(1:r_kolumny,1:r_kolumny);
else

R = R(1:r_wiersze,1l:r_wiersze);
end

end

autorska implementacja matlabowej funkcji dot()

function md = mydot(A,B)
rozmiar = size(A);
md = 0;

for i = 1:rozmiar

md = md + A(i)*B(i);

end
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end

funkcja wektoryzujaca macierz diagonalna
function w = wektor(A)
rozmiar = size(A);
for i = 1:rozmiar
w(i,1) = A(i,i);
end

end
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