MNUM-PROIJEKT, zadanie 1.43 tukasz Switaj, 283777

Spis tresci

Zadanie 1. Epsilon maszynowy

Zadanie 2. Eliminacja Gaussa z petnym wyborem elementu podstawowego
Zadanie 3. Metoda Gaussa-Seidel’a

Zatgcznik 1. Kod Zrédtowy zadania 1.

Zatgcznik 2. Kod Zrédtowy zadania 2.

Zatgcznik 3. Kod Zrédtowy zadania 3.

10
11

15



Zadanie 1. Epsilon maszynowy
Celem zadania jest wyznaczenie doktadnosci maszynowej komputera.
Teoria

Doktadnos$¢ maszynowa nazywana réwniez epsilonem maszynowym (w skrécie eps) to
najmniejsza liczba g ze zbioru liczb mogacych by¢ zapisanych w komputerze (za pomoca
okreslonej precyzji) spetniajgca nieréwnosc:

1+g>1(1.01)

W liczbach rzeczywistych nierdwnos¢ 1.01. nie ma rozwigzania, jednakze przez to, ze
komputer jest maszyng opartg na systemie binarnym dysponujemy tylko wycinkiem zbioru
liczb rzeczywistych. Dzieki temu wyznaczenie liczby g jest mozliwe.

Koncepcja rozwigzania

Notacjg stosowang w komputerach jest zapis liczby za pomocg mantysy oraz wyznacznika.
Dlatego do wyznaczenie liczby eps sprowadza sie do jednej petli.

1. while (1 + 27i > 1)

2. i=1i-1;
3. end
4. i =1 + 1; (1.02)

W linii nr 1 sprawdzamy czy warunek na liczbe g zostat spetniony, jesli nie - sprawdzamy
dalej.

Gdy warunek zostanie spetniony osiggniemy liczbe 27x, gdzie 1+2~x<=1 oraz 1+2(x+1)>1
dlatego w linii 4 musimy pamietac o zwiekszeniu wyznacznika o 1. Na skutek tego
otrzymamy i bedgce wyznacznikiem liczby g = 2/i.

Sprawdzenie

Otrzymany wynik (Lenovo Thinkpad T420, Windows 10, 64 bit)to 2.2204e-16.

W celu sprawdzenia wyniku mozna wywota¢ wbudowang w MatlLaba funkcje eps. W
powyzszym przypadku data ten sam wynik.

Komentarz

W celu unikniecia jednej iteracji z listingu 1.02 mozna przepisa¢ podang petle do formatu
przedstawionego na listingu 1.03 i otrzymac ten sam efekt.

1. while (1 + 27(i-1) > 1)

2. i=1i-1;

3. end (1.03)
Nie zostato to jednak zrobione w tym ¢wiczeniu, aby doktadnie przedstawi¢ rozwigzanie.



Zadanie 2. Eliminacja Gaussa z petnym wyborem elementu podstawowego

Celem zadania jest:

1. Napisanie programu rozwigzujgcego réwnania liniowe postaci Ax = b przy uzyciu
metody eliminacji Gaussa z petnym wyborem elementu podstawowego.
2. Przetestowanie skutecznosci dziatania dla 3 typy réwnan liniowych dla réznej ilosci

rownan:
6 dlai=j
a. aj={ 2 dlai=j-1llubi=j+1,  b=9+05*j
0 dla pozostatych
b. aj=5*(i-j)+1; aii = 1/8; b=-3+0,5%*i;
c. aj=4/[5*(i+j-1)]; bizan+1 = 1/2 * i; bizan = 0;

3. Woyznaczenie btedu rozwigzania (norma residuum).
4. Sporzadzenie wykresu przedstawiajgcego zaleznosé btedu od liczby réwnan.

Teoria

1. Do rozwigzywania réwnan zostata zaimplementowana klasyczna metoda eliminacji Gaussa
z petnym wyborem elementu podstawowego.

2. Przyktadowe macierze rownan typu:
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3. Norma residuum zostata obliczona jako norma wektora Ax-b gdzie:



a. A to macierz wejsciowa ze zmieniong kolejnoscig wierszy i kolumn (bez jakichkolwiek
zmian wartosci) tak jak byto to realizowane w algorytmie Gaussa.

b. xto wektor rozwigzan po zastosowaniu eliminacji Gaussa z petnym wyborem
elementu gtéwnego.

c. b to wektor wyrazéw wolnych stuzgcy do sprawdzenia poprawnosci otrzymanych
wynikéw (z przestawionymi wierszami analogicznie jak A).

Koncepcja rozwigzania

1. Dla wejscia w postaci macierzy wspotczynnikdéw wspolczynniki oraz wektora wyrazéw
wolnych rozw algorytm dziata nastepujgco:

a.

Tworzenie zmiennej iteracyjnej i méwigcej o tym, w ktérym kroku algorytmu
aktualnie jesteSmy oraz rozmiar méwigcej m.in. o wymiarach macierzy
wspotczynnikow.

W kazdym kolejnym kroku rozwazana jest macierz kwadratowa bedaca
podmacierzg wspolczynniki sktadajgca sie z wierszy oraz kolumn od i do
rozmiar (analogicznie dla wektora rozw).

Na wybranej podmacierzy dokonywany jest wybdér elementu maksymalnego.
Zostaje dokonana zamiana kolumny oraz wiersza, w ktérych jest element
maksymalny z kolumng i wierszem o wspétrzednych i,i — tak aby element
maksymalny byt w lewym gdérnym rogu wybranej podmacierzy.

Dla wierszy od i+1 do rozmiar zostajg wyznaczone wspotczynniki (w), dzieki
ktorym mozliwe bedzie wyzerowanie elementéw ponizej aktualnego
elementu maksymalnego.

Wiersz gtdwny podmacierzy zostaje przemnozony przez (-1)*w
(korespondujacy wspoétczynnik ,,zerujgcy”). Odejmowanie z wykorzystaniem
wspotczynnikdw ma réwniez miejsce na kolumnie wyrazéw wolnych.

Po wykonaniu krokéw od b do f dla catej macierzy otrzymana zostaje macierz
schodkowa, w ktorej element o wspétrzednych rozmiar,rozmiar jest znany.
Wykorzystujac tg wiedze wyznaczony zostaje element rozmiar-1,rozmiar-1
analogicznie eskalujgc w gére metode az do komérki 1,1.

Dla zachowania przejrzystosci rozwigzanie zostaje wyswietlone w wektorze
rozw.

2. Podczas tworzenia macierzy wspoétczynnikdw oraz macierzy wyrazéow wolnych zostata
zwrécona uwaga na zminimalizowanie liczby obliczeA do minimum, a w zamian za to
zwiekszenie liczby przypisani. Przyktadowo:

Typ a — kolumna wyrazéw wolnych powstaje poprzez wpisanie jako pierwszy
element 9,5. Kazdy kolejny powstaje przez dodanie r = 0.5. Skutek — brak
mnozenia.

Typ b — poczatkowo zostaje obliczona pierwsza i ostatnia kolumna
(analogicznie do typu a). W kolejnym etapie wartosci z odpowiednich
komoérek zostajg przepisane zgodnie ze strzatkami zaznaczonymi w nagtéwku
Teoria.

Typ ¢ —mozliwe do zaimplementowania w podobny sposdb elementy zostaty
napisane analogicznie. Rdwniez nastepuje ,strzatkowe” przypisanie. Po



obliczeniu wartosci dla pierwszej kolumny nastepuje przepisanie
odpowiednich elementéw zas wartos¢ na dole kazdej kolejnej kolumny jest
wyliczana.

Sprawdzenie

1. Sprawdzenie zgodnosci wzgledem algorytmu Gaussa-Seidela.
2. Sprawdzenie algorytmu tworzenia macierzy pod wzgledem poprawnosci
implementacji oraz wizualne — brak newralgicznych miejsc, w ktérych mégtby nie

dziatad.
Wykresy:
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Komentarz

1. Operacje majgce na celu zamiane wierszy/kolumny macierzy mozna zastgpic
mnozeniem przez zmodyfikowang macierz jednostkowa.

Przyktadowo linijke:

wspolczynniki (:, [1,index max]) = wspolczynniki (:, [index max,1]);

mozna zastgpi¢ mnozeniem prawostronnym przez macierz jednostkowa z zamieniong

kolumng 1 z kolumng o indeksie index_max.

Mechanizm mnozenia przez zmodyfikowane macierze jednostkowe nie zostat

zaimplementowany z dwéch wzgledow:

a. Lepsza czytelnos¢ kodu algorytmu eliminacji Gaussa — a to on jest kluczowym
elementem zadania.

b. Do utworzenia zmodyfikowanej macierzy jednostkowej mozna uzy¢ petli, co
negatywnie wptynetoby na zrozumienie catosci kodu dodajac dodatkowy element
konieczny do zrozumienia. Gdyby chcie¢ uprosci¢ tworzenie macierzy zamiany
wierszy/kolumn nalezatoby uzy¢ linijki:
macierz zmiany(:, [1,index max]) =
macierz jedn(:, [index max,1]);

Ktéra sama w sobie wykorzystuje wbudowany mechanizm zamiany
wierszy/kolumn. Dlatego zostato uznane, ze lepiej wykorzystywaé ten mechanizm
bezposrednio na macierzy wspoétczynnikow.

2. Algorytmy tworzgce macierze typu A-C mozna wyeksportowaé do oddzielnego pliku
jednakze chciatem ujg¢ kazde zadanie w osobnym, niezaleznym pliku.

3. Whniosek: tatwo zauwazy¢, ze btad jest tym wiekszy im wieksza jest ilos¢ rownan w
uktadzie (a) przy czym momentalnie wystepujag piki (b), np. dla x~=124 dla typu A, dla
x~=127 dla typu B oraz dla x~=136 dla typu C. Ciekawym jest fakt, ze btedy miedzy
typem A i B w stosunku do C to ponad 16 rzedéw wielkosci (c).

a. Wielkos$¢ btedu rosnie wraz z iloscig rownan poniewaz taka jest specyfika
metody Gaussa — wyznaczamy ,, dolng wartos¢”, ktéra potem eskaluje dale;j.
Przez to witasnie jesli wyznaczona zostanie wartosé x, z pewnym bfedem
kolejne wartosci bedg zwiekszac¢ btad dotyczacy pewnego xigdyz bedzie on
wyznaczany na podstawie juz na wstepie btednej wartosci.

b. Piki na wykresach prawdopodobnie wynikajg z niewymiernosci, ktére zostajg
w pewnym momencie wyolbrzymione, gdyz stajg sie podstawg do dalszych
obliczen tak jak napisane w punkcie a.

c. Jaktatwo zauwazyé macierz A i B zawiera jedynie elementy catkowite lub
wartosci 23. W opozycji do tego stoi macierz C, ktéra juz w trzecim wierszu
pierwszej kolumny przyjmie niewymierng wartosc¢ réwng 4/15.



Zadanie 3. Metoda Gaussa-Seidel’a

Celem zadania jest:

1. Napisanie programu rozwigzujgcego réwnania liniowe postaci Ax = b przy uzyciu
iteracyjnej metody - Gaussa-Seidel’a.
2. Zastosowac zaimplementowany algorytm do:
a. Zadanego ukfadu réwnan.
b. Uktaddéw réwnan z poprzedniego zadania.
3. Sprawdzi¢ doktadnosc rozwigzania dla zadanego uktadu réwnan.

Teoria

1. Do rozwigzywania réwnan zostata zaimplementowana metoda Gaussa-Seidel’a z
warunkiem stopu precyzji 0,1% oraz poczatkowa wartoscig wszystkich
wspotczynnikdéw na 0.

2. -

3. Btad zostanie obliczony jako norma residuum analogicznie jak w Zadaniu 2.

Koncepcja rozwigzania

1. Metoda Gaussa-Seidel’a w tej implementacji:
a. Inicjuje wszystkie niewiadome zerami.
Rozbija macierz nasume L+ D + U.
Odwraca macierz D obliczajgc odwrotnosci wyrazow na przekatnej.
Oblicza iloczyny DA-1 * b, DA-1 * L, DA-1 * U.
Zespala w jedng macierz (-1)*(DA-1*L+D”-1*U).
Do czasu osiggniecia wymaganej precyzji oblicza x'iteracyjnie jako iloczyn
sktadajacych sie na niego wyrazéw i ich dotychczasowych wartosci.

"o oo0 T

Sprawdzenie

1. Algorytm bedzie poprawny gdy jego wyniki bedg zblizone do wynikéw osigganych
przez algorytm z zad. 2, a norma residuum bedzie dostatecznie mata. Po sprawdzeniu
na zadanych przyktadach efekt ten zostat osiggniety.

2. b.Zgodnie z oczekiwaniami algorytm Gaussa-Seidel’a jest zdecydowanie wolniejszy
od Gaussa gdyz musi on osiggng¢ warunek stopu i liczba krokow nie jest z géry znana.
przy zatozonym rozmiarze macierzy 50 obliczenia wydawaty sie nie konczy¢. Dlatego
ostatecznie zostat przetestowany tylko dla petli rozmiar=5:3:15.

Btad dla macierzy A i C wynosi kolejno:
blad res a =
0 0
.0130 5.0000
.0183 8.0000

.0214 11.0000
.0242 14.0000

O O O O



blad res c =

0 0
.9508 5.0000
.9384 8.0000

.0873 11.0000
.3216 14.0000

Z kolei dla macierzy B nie mozna okresli¢ doktadnosci, gdyz osiggany jest wynik NaN
co jest zwigzane z tym, ze macierz B nie spetnia warunkéw diagonalnej dominaciji.
3. Dla zadanego uktadu réwnan norma residuum wynosi 0.0211.

O J w



Zatacznik 1. Kod Zrédtowy zadania 1.

i=0;

while (1 + 271 > 1)
i=1i-1;

end

i=1+1;
fprintf('epsilon maszynowy to %e\n', 27i);
fprintf('czyli 2”2%d\n', i);

fprintf('epsilon maszynowy wyznaczony przez MatLaba to: %e\n', eps);

if (eps == 27i)

disp("eps wyznaczony poprawnie")
else

disp("blad wyznaczenia epsa")
end

Output

epsilon maszynowy to 2.220446e-16

czyli 27-52

epsilon maszynowy wyznaczony przez MatLaba to: 2.220446e-16
eps wyznaczony poprawnie
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Zatacznik 2. Kod Zrédtowy zadania 2.

clear;
clc;
typ = 3; %a-1,b-2,c-3
blad_res_a = zeros(17,2);
blad res b = zeros(17,2);
blad res c = zeros(17,2);
for r = 5:10:165
for typ = 1:3
if(typ == 1)
temp = macierzA(r);
elseif(typ == 2)
temp = macierzB(r);
elseif(typ == 3)
temp = macierzC(r);
end
A = temp(:, 1:end-1);
b = temp(:,end);
% wywolanie funkcji Gaussa oraz residuum
temp = gauss(A, b);
A = temp(:, 1:end-2);
rozwiazanie = temp(:, end-1);
b = temp(:, end);
a = norma_residuum(A, rozwiazanie, b);

if(typ == 1)
blad_res_a((r+5)/10,:)
elseif(typ == 2)
blad res b((r+5)/10,:)
elseif(typ == 3)
blad_res_c((r+5)/10,:)

[a*100000000000, r];

[a*100000000000, r];

[a, rl;
end
end
end

plot(blad _res_a(:,2),blad res_a(:,1));

title('Zaleznosc wartosci bledu od ilosci rownan w ukladzie (typ A)')
xlabel('ilosc rownan')

ylabel('norma residuum *107-12")

plot(blad_res b(:,2),blad res b(:,1));

title('Zaleznosc wartosci bledu od ilosci rownan w ukladzie (typ B)')
xlabel('ilosc rownan')

ylabel('norma residuum *107-12")

plot(blad res c(:,2),blad res c(:,1));

title('Zaleznosc wartosci bledu od ilosci rownan w ukladzie (typ C)')
xlabel('ilosc rownan')

ylabel('norma residuum')

11



function g = gauss(wspolczynniki, rozw)
rozmiar = size(rozw);
pierwotne_b = rozw;
pierwotne_wspolczynniki = wspolczynniki;
ABC
DEF
GHTI
a - element uznany za glowny w danej kolumnie,
w tym przypadku kolejno: A, E
wspolczynniki(1l,i) - wspolczynnik "pod schodkiem",
czyli tutaj: D/A, G/A, H/E
for i = 1:(rozmiar-1)
% wybor elementu glownego
podmacierz = wspolczynniki(i:rozmiar, i:rozmiar);
[el_glowny, ind_glowny] = max(podmacierz(:));
[ind_wiersz, ind_kolumna] = ind2sub(size(podmacierz), ind_glowny);
% z powyzszej linii uzyskujemy indexy w podmacierzy
% wiec musimy dodac 'i-1'
wspolczynniki([i,ind_wiersz+i-1],:) = wspolczynniki([ind_wiersz+i-
1,i],:);
pierwotne_wspolczynniki([i,ind_wiersz+i-1],:) =
pierwotne_wspolczynniki([i,ind_wiersz+i-1],:);
rozw([i,ind_wiersz+i-1],:) = rozw([ind_wiersz+i-1,i],:);
pierwotne_b([i,ind_kolumna+i-1], :) = pierwotne_b([i,ind_kolumna+i-1],

3% 3% R 3R ° X R

:)s

1,1i]);

wspolczynniki(:,[i,ind_kolumna+i-1]) = wspolczynniki(:,[ind_kolumna+i-

pierwotne_wspolczynniki(:,[i,ind_kolumna+i-1]) =
pierwotne_wspolczynniki(:,[ind_kolumna+i-1,i]);
% wyznaczenie rozkladu LU
a = wspolczynniki(i,i);
for 1 = (i+1):rozmiar
wspolczynniki(1l,i) = wspolczynniki(l,i) / a;
wspolczynniki(l, (i+1):end) = wspolczynniki(l, (i+l):end) -
wspolczynniki(1l,i) * wspolczynniki(i, (i+1):end);
rozw(l) = rozw(1l) - wspolczynniki(1l,i) * rozw(i);
end
end

% U * x = rozw -> wyznaczenie X
for i = (rozmiar:-1:1)
% Ax=b; -> odejmowanie wartosci znanych ze strony rozwiazan
for j = (i+1):(rozmiar)
rozw(i) = rozw(i) - wspolczynniki((i), (j))*wspolczynniki((3),(j));
end
wspolczynniki(i,i) = rozw(i)/wspolczynniki(i,i);
end

%przepisanie rozwiazan do macierzy rozw
for i = (1:rozmiar)
rozw(i) = wspolczynniki(i,i);
end
g = [pierwotne_wspolczynniki, rozw, pierwotne_b];
end
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function nr = norma_residuum(wspolczynniki, x, rozw)
residuum = wspolczynniki*x - rozw;
nr = norm(residuum);

end

function mac_a = macierzA(rozmiar_a)
macierz_a = zeros(rozmiar_a);

for j = 1:rozmiar_a
for i = 1:rozmiar_a

if (i < j-1) || (2 > j+1)
macierz_a(i,j) = 0;

elseif (i == j-1) || (i == j+1)
macierz_a(i,j) = 2;

else
macierz_a(i,j)

6;
end
end
end

wolne_a = zeros(rozmiar_a, 1);

% deklaracja pierwszej warosci, aby pozostale

% mogly powstac przez dodawanie zamiast mnozenia
wolne_a(1) = 9.5;

for i = 2:rozmiar_a
wolne_a(i) = wolne_a(i-1) + 0.5;
end

mac_a = [macierz_a, wolne_a];
end

function mac_b = macierzB(rozmiar_b)
macierz_b = zeros(rozmiar_b);
% wygenerowanie pierwszej i ostatniej kolumny pozwoli w pozniejszych
% etapach przekopiowywac wartosci zamiast obliczac je na nowo
macierz_b(1,1) = 1/8;
macierz_b(end,end) = 1/8;
% pierwsza kolumna
macierz_b(2, 1) = 6;
for i = 3:rozmiar_b
macierz_b(i, 1) = macierz_b(i-1, 1) + 5;

end
% ostatnia kolumna
macierz_b(end - 1, end) = -4;

for i = (rozmiar_b-2):-1:1
macierz_b(i, end) = macierz_b(i + 1, end) - 5;
end



end

% wykorzystanie wartosci ze skrajnych kolumn
for j = 2:(rozmiar_b-1)
for i = 1:rozmiar_b

if (i < j)

macierz_b(i,j) = macierz_b(end-(j-i),end);
else

macierz_b(i,j) = macierz_b(i-1,j-1);
end

end
end

wolne_b = zeros(rozmiar_b, 1);

% deklaracja pierwszej warosci, aby pozostale

% mogly powstac przez dodawanie zamiast mnozenia
wolne_b(1) = -2.5;

for i = 2:rozmiar_b
wolne_b(i) = wolne_b(i-1) + 0.5;

end

mac_b = [macierz_b, wolne_b];

function mac_c = macierzC(rozmiar c)

end

macierz_c = zeros(rozmiar_c);

S

wygenerowanie pierwszej kolumny

kolumny od 2 do end beda przekopiowywac
(rozmiar _c-1) wartosci z poprzednich kolumn
i wyliczac jedna wlasna

for i = 1:rozmiar_c

macierz_c(i, 1) = 4/(5*i);

3% R R

end

% wykorzystanie wartosci z pierwszej kolumny
for j = 2:rozmiar_c

for i = 1:(rozmiar_c-1)

macierz_c(i,j) = macierz_c(i+l, j-1);

end

macierz_c(rozmiar_c, j) = 4/(5*(rozmiar_c+j-1));
end
wolne_c = zeros(rozmiar_c, 1);

% deklaracja pierwszej warosci, aby pozostale
% mogly powstac przez dodawanie zamiast mnozenia
wolne c(1) = 0.5;

for i = 3:2:rozmiar_c

wolne c(i) = wolne_c(i-2) + 1;
end
mac_c = [macierz_c, wolne c];

14



Zatacznik 3. Kod Zrédtowy zadania 3.

A= [12 2
4 -15
2 -1
5 -2
b =1[6; 8;
e = 0.001;
display(gau

norma_resid

function gs
rozmiar
X = zer
blad =
% zeby
blad(1)
% rozkl
L = zer
U zer
for i =
L(i

u(i

end
% wyzna
D_odwr
for i =
D_o
end
% wyzna
rozw =
L=Do
U=Do
% polac
% dla 1
LU = (-

while(m
for

end
end
gs = X;

1 -6;
2 -5;
8 -2;
1 -8];
20; 2];

ss_seidel(A, b, e));
uum(A, gauss_seidel(A, b, e), b)

= gauss_seidel(wspolczynniki, rozw, err)
= (size(wspolczynniki,1));
os(rozmiar, 1);
zeros(rozmiar, 1);
warunek petli byl spelniony
= 100;
ad L +D+ U
os(rozmiar);
os(rozmiar);
1l:rozmiar
, 1:i-1) = wspolczynniki(i, 1:i-1);
, i+l:rozmiar) = wspolczynniki(i, i+l:rozmiar);

czenie D”-1
= zeros(rozmiar);
1l:rozmiar
dwr(i,i) = 1/wspolczynniki(i,i);

czenie D*-1 * b, D*-1 * L, D*-1 * U
D_odwr * rozw;

dwr * L;

dwr * U;

zenie odwroconych macierzy L i U
atwosci wykonywania petli

1) * (L + U);

ax(abs(blad)) > err)

i = 1l:rozmiar

poprzednia_wartosc = x(i);

x(1i) = rozw(i);

for j = 1:(rozmiar)

x(i) = x(1) + LU(,]) * x(3);
end
blad(i) = (x(i)-poprzednia_wartosc)/x(i);
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end
Output

0.

-0.

2.

0.
norma

5609
2105
4484
4592
residuum = 0.0211

(dla tych samych danych output algorytmu z zad. 2, wnioski w sekcji ,,Komentarz” zadania 3):

.5605
.4483
.2104
.4590
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